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向量群的定义

称 m维欧氏空间 Rm中的子集 G是一个向量群，若

G非空；

当 x , y ∈ G 时有 x − y ∈ G成立.
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向量群的生成元

设 G是 Rm中的一个向量群.

0 ∈ G；

若 x ∈ G，则 −x ∈ G；

若 µ ∈ Z且 x ∈ G，则 µ · x ∈ G；

若 x1, . . . , xk ∈ G，则所有的向量

µ1x1 + · · ·+µkxk (1)

都属于向量群 G，其中 µ1, . . . , µk ∈ Z.

若 G的所有元素都有 (1)的形式，则称 G是由 x1, . . . , xk 生成的.
记为 G = 〈x1, . . . , xk〉.
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两个例

例 1: G = 〈x1 = (1,0), x2 = (0,1), x3 = (1/2,1/2)〉 ⊆ R2.

0

x2

x1

x3

例 2: G = 〈b1 = (1, 0), b2 = (
p

2, 0), b3 = (1,1)〉 ⊆ R2.

b10

b2

b3
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向量群的性质 (I)

定理 (Siegel’s book, Lec. V, Th. 2.1)

若向量群 G中不包含长度任意小的向量，则存在 G中的有限个
向量使得 G由这组向量生成.

称 G为一个离散向量群 (也常被称作欧几里得格，简称格).

这组生成元被称作 G的基.

基向量的个数被称作 G的秩，记为 rank(G).

0

x2

x1

x3

例 1 (续)：(x1, x3)和 (x2, x3)均是 G的基；rank(G) = 2.
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向量群的性质 (II)

定理 (Siegel’s book, Lec. VI, Th. 2.6)

设 G是向量群. 则它的闭包 G可被唯一分解为 G = Λ⊕ E，其中

Λ：格，被称作 G的格分支；

E：向量空间，E 的维数被称为 G的局部秩；

Span(Λ)⊥ E.

b10

b2

b3

b10

b2

b3

例 2 (续)：G = Z · (0,1)⊕R · (1,0)；G的局部秩为 1.
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向量群分解问题

定理 (Siegel’s book, Lec. VI, Th. 2.6)

设 G是向量群. 则它的闭包 G可被唯一分解为 G = Λ⊕ E，其中

Λ：格，被称作 G的格分支；

E：向量空间，E 的维数被称为 G的局部秩；

Span(Λ)⊥ E.

向量群分解问题

给定向量群 G的一组生成元，如何计算上述分解？

特别地，

如何确定 G的局部秩？
[Babai, et al. ’88]：(在解析计算树模型下)不可判定！

给定 G的局部秩，如何得到 G的格分支的一组基？
局部秩为零：离散情形；

局部秩非零：非离散情形.
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离散情形 (I)

格基计算问题

给定 A ∈ Zn×m，如何计算 Λ= 〈A〉的一组基 B？

得到的基向量足够“短”

效率足够高
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意义

近年来，格的理论与算法是热门的研究方向，因为

格为数学、理论计算机科学、密码学等学科提供有力工具；

基于格的密码学被普遍认为可抵御量子计算机的攻击；

· · · · · ·

几乎所有格算法的输入都是以格的一组基为输入的.

很多应用中，仅能提取出格的一组生成元.
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离散情形 (I)

格基计算问题

给定 A ∈ Zn×m，如何计算 Λ= 〈A〉的一组基 B？

得到的基向量足够“短”

效率足够高

算法概览

[Lenstra, et al. ’82]：基于 LLL算法及其改进 (较短、较快)

[Storjohann ’00]：Hermite标准型 (HNF)

[Storjohann ’00]：Smith标准型 (SNF)

[Li, Nguyen ’19]：HNF +对偶基 (稍长、更快)

[Li, Storjohann ’22]：特殊情形 m= n+ 1

· · · · · ·
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离散情形 (II)

格基计算问题

给定 A ∈ Zn×m，如何计算 Λ= 〈A〉的一组基 B？

基于 LLL算法的格基算法新分析 [C., Stehlé, Villard ’18]

LLL算法：输入格的一组基，返回该格质量更“好”的一组基.

启发式地，当 K > 2Ω(m) · ∥A∥
n

m−n (其中 ∥A∥ :=max|ai, j|)时：

�

K · A
I

�

LLL
−−→
�

0 K · B
∗ ∗

�

.

LLL迭代次数的经典结果：O(n2(log K + log∥A∥)).

新工具：Πk(A) =
n−1
∑

j=1

(n− j) log∥a∗ℓ j
∥ −

m−n
∑

i=1

i log∥a∗si
∥+

m−n
∑

i=1

si .

LLL迭代次数：O(n3 + n(m− n)(1+ log∥A∥))，与 K 无关！
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离散情形 (III)

格基计算问题

给定 A ∈ Zn×m，如何计算 Λ= 〈A〉的一组基 B？

需要计算一个幺模矩阵 U ∈ GLm(Z)使得 A ·U = (0, B).

幺模矩阵的随机生成 [C., Feng, Liu, Wu ’21]

给定一个本原矩阵 V ∈ Zk×n，存在一个 Las Vegas算法将 V 扩充
为一个 n× n的幺模矩阵 U 使得：

幺模矩阵规模：∥U∥ ≤ nO(1)∥A∥，

期望位复杂度：O(nω+ϵ log1+ϵ ∥A∥).

⋆ 先前已知位复杂度：O((n− k)nω+ϵ log1+ϵ ∥A∥).

公开问题一

如何将随机算法的思想融入格基计算的算法设计与分析？
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期望位复杂度：O(nω+ϵ log1+ϵ ∥A∥).

⋆ 先前已知位复杂度：O((n− k)nω+ϵ log1+ϵ ∥A∥).

公开问题一

如何将随机算法的思想融入格基计算的算法设计与分析？
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提纲

1 向量群分解问题

2 离散情形

3 非离散情形
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向量群的分解问题

定理 (Siegel’s book, Lec. VI, Th. 2.6)

设 G是向量群. 则它的闭包 G可被唯一分解为 G = Λ⊕ E，其中

Λ：格，被称作 G的格分支；

E：向量空间，E 的维数被称为 G的局部秩；

Span(Λ)⊥ E.

向量群的分解问题

给定向量群 G的一组生成元，如何计算上述分解？特别地，

如何确定 G的局部秩？
[Babai, et al. ’88]：不可判定！

给定 G的局部秩，如何得到 G的格分支的一组基？
局部秩为零：离散情形；

局部秩非零：非离散情形.
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对偶和投影

向量群的对偶

设 G是一个向量群. 定义 G的对偶为如下集合：

G∨ =
�

x ∈ Span(G) : ∀y ∈ G, 〈x , y〉 ∈ Z
	

.

G∨是一个格.

若 G的闭包有唯一分解 G = Λ⊕ E，则 G∨ = Λ∨.

格到向量空间的正交投影

设 Λ是格，E 是向量空间. 记 π(Λ, E)为 Λ到 E 上的正交投影.

π(Λ, E)是一个向量群.

对任意向量群 G都存在格 Λ和向量空间 E 使得 G = π(Λ, E).

关键关系

π(Λ∨, E)∨ = Λ∩ E.

陈经纬 (中科院重庆研究院) 向量群分解的算法与应用 16 / 22



对偶和投影

向量群的对偶

设 G是一个向量群. 定义 G的对偶为如下集合：

G∨ =
�

x ∈ Span(G) : ∀y ∈ G, 〈x , y〉 ∈ Z
	

.

G∨是一个格.

若 G的闭包有唯一分解 G = Λ⊕ E，则 G∨ = Λ∨.

格到向量空间的正交投影

设 Λ是格，E 是向量空间. 记 π(Λ, E)为 Λ到 E 上的正交投影.

π(Λ, E)是一个向量群.

对任意向量群 G都存在格 Λ和向量空间 E 使得 G = π(Λ, E).

关键关系

π(Λ∨, E)∨ = Λ∩ E.

陈经纬 (中科院重庆研究院) 向量群分解的算法与应用 16 / 22



对偶和投影

向量群的对偶

设 G是一个向量群. 定义 G的对偶为如下集合：

G∨ =
�

x ∈ Span(G) : ∀y ∈ G, 〈x , y〉 ∈ Z
	

.

G∨是一个格.

若 G的闭包有唯一分解 G = Λ⊕ E，则 G∨ = Λ∨.

格到向量空间的正交投影

设 Λ是格，E 是向量空间. 记 π(Λ, E)为 Λ到 E 上的正交投影.

π(Λ, E)是一个向量群.

对任意向量群 G都存在格 Λ和向量空间 E 使得 G = π(Λ, E).

关键关系

π(Λ∨, E)∨ = Λ∩ E.

陈经纬 (中科院重庆研究院) 向量群分解的算法与应用 16 / 22



对偶和投影

向量群的对偶

设 G是一个向量群. 定义 G的对偶为如下集合：

G∨ =
�

x ∈ Span(G) : ∀y ∈ G, 〈x , y〉 ∈ Z
	

.

G∨是一个格.

若 G的闭包有唯一分解 G = Λ⊕ E，则 G∨ = Λ∨.

格到向量空间的正交投影

设 Λ是格，E 是向量空间. 记 π(Λ, E)为 Λ到 E 上的正交投影.

π(Λ, E)是一个向量群.

对任意向量群 G都存在格 Λ和向量空间 E 使得 G = π(Λ, E).

关键关系

π(Λ∨, E)∨ = Λ∩ E.

陈经纬 (中科院重庆研究院) 向量群分解的算法与应用 16 / 22



对偶和投影

向量群的对偶

设 G是一个向量群. 定义 G的对偶为如下集合：

G∨ =
�

x ∈ Span(G) : ∀y ∈ G, 〈x , y〉 ∈ Z
	

.

G∨是一个格.

若 G的闭包有唯一分解 G = Λ⊕ E，则 G∨ = Λ∨.

格到向量空间的正交投影

设 Λ是格，E 是向量空间. 记 π(Λ, E)为 Λ到 E 上的正交投影.

π(Λ, E)是一个向量群.

对任意向量群 G都存在格 Λ和向量空间 E 使得 G = π(Λ, E).

关键关系

π(Λ∨, E)∨ = Λ∩ E.

陈经纬 (中科院重庆研究院) 向量群分解的算法与应用 16 / 22



对偶和投影

向量群的对偶

设 G是一个向量群. 定义 G的对偶为如下集合：

G∨ =
�

x ∈ Span(G) : ∀y ∈ G, 〈x , y〉 ∈ Z
	

.

G∨是一个格.

若 G的闭包有唯一分解 G = Λ⊕ E，则 G∨ = Λ∨.

格到向量空间的正交投影

设 Λ是格，E 是向量空间. 记 π(Λ, E)为 Λ到 E 上的正交投影.

π(Λ, E)是一个向量群.

对任意向量群 G都存在格 Λ和向量空间 E 使得 G = π(Λ, E).

关键关系

π(Λ∨, E)∨ = Λ∩ E.

陈经纬 (中科院重庆研究院) 向量群分解的算法与应用 16 / 22



分解与求交

Λ∩ E ←−−−−
对偶

π(Λ∨, E)

对偶





y





y 分解

Λ′ ←−−−−−
格分支

Λ′ ⊕ E′

通过格与向量空间的交分解向量群 [C., Stehlé, Villard ’13]

方法：整数关系探测 (HJLS、PSLQ算法等)

被 SIAM评为“二十世纪十大算法”之一.

存在的问题

算法复杂度分析是在精确实数计算模型下完成的.
算法分析方法或可进一步优化.
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PSLQ算法的数值稳定性分析

PSLQ算法 (输入：x ∈ Rn；输出：m ∈ Zn ∩ x⊥).

提取向量群 π(Zn, x⊥)的一组生成元，其矩阵记为 Hx .

以 Hx 为输入，计算 π(Zn, x⊥)的格分支.

扰动理论 [Feng, C., Wu ’19]

对 x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn，若

Hx ∈ Rn×(n−1)：下梯形，行构成 π(Zn, x⊥)的一组生成元，

Hx ∈ Rn×(n−1)：∥Hx −Hx∥F < ϵ1，

H = UHxQ：H 下梯形，U 幺模，Q正交，|hn,n−1|< ϵ2，

m是 U−1的第 (n− 1)列，则存在 C 使得

|〈x , m〉|< C · (∥m∥2 · ϵ1 + xnϵ2) .

公开问题二

如何基于上述分析设计高效的向量群分解的符合数值算法？
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PSLQ算法迭代次数分析

LLL vs PSLQ (当 x ∈ Zn时)

交换规则：Lovász交换 vs Bergman交换 (局部vs全局)

理论交换次数：O(n+ n log∥x∥) vs O(n2(n+ log∥x∥))

n

#swaps

25 50 75 100
0

250,000

500,000

LLL
PSLQ

实际交换次数

陈经纬 (中科院重庆研究院) 向量群分解的算法与应用 19 / 22



PSLQ算法迭代次数分析

LLL vs PSLQ (当 x ∈ Zn时)

交换规则：Lovász交换 vs Bergman交换 (局部vs全局)

理论交换次数：O(n+ n log∥x∥) vs O(n2(n+ log∥x∥))

n

#swaps

25 50 75 100
0

250,000

500,000

LLL
PSLQ

实际交换次数

陈经纬 (中科院重庆研究院) 向量群分解的算法与应用 19 / 22



离散时间仿射动力系统

x 7→ Ax + b

若 I − A可逆，则存在不动点 x ∗ = (I − A)−1b.

令 x = x ∗ + e. 则该系统可被重写为 e 7→ Ae.

若 ∥A∥p ≤ 1−δ，则运行该系统 t 次后 ∥Ate∥p ≤ e−δ·t∥e∥p.

若考虑坐标变换 y = Dx，D可逆且 ∥DAD−1∥p ≤ 1−δ，则

∥Ate∥p ≤ e−δ·tκp(D)∥e∥p，κp(D) = ∥D∥p · ∥D−1∥p.

对变换后的新系统，为使 ∥Ate∥p < ϵ，仅需迭代次数 t 满足

t ≥
1
δ

�

ln
1
ϵ
+ lnκp(D) + ln∥e∥p

�

.
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PSLQ算法迭代的动力系统分析 [C., Feng, Liu, Wu ’23]

从 PSLQ算法迭代提取动力系统模型 z 7→ Az + b，其中

ai, j =

¨

2 j−i−2 1≤ j ≤ i + 1≤ n− 3,

0 其他，
b = (0, . . . , 0,−1/2) ∈Qn−3.

不动点：z∗ = (z∗i )i≤n−3，z∗i = −
i + 1
n− 1

；∥A∥∞ = 1−
1

2n−3
.

引入变换矩阵 D = diag ((n− 1)/((i + 1)(n− i − 2)))i≤n−3后

不动点：w ∗ = (w∗i )i≤n−3，w∗i = −
1

n− i − 2
.

∥DAD−1∥∞ ≤ 1−
�

1+
n2

8

�−1

.

迭代次数：t ≥
�

1+
n2

8

�

·
�

ln
1
ϵ
+ ln

�

(n− 1)2

4(n− 2)
∥e∥∞

��

.

公开问题三

能否将上述分析方法应用于高效向量群分解的算法设计？
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2 j−i−2 1≤ j ≤ i + 1≤ n− 3,

0 其他，
b = (0, . . . , 0,−1/2) ∈Qn−3.

不动点：z∗ = (z∗i )i≤n−3，z∗i = −
i + 1
n− 1

；∥A∥∞ = 1−
1

2n−3
.

引入变换矩阵 D = diag ((n− 1)/((i + 1)(n− i − 2)))i≤n−3后

不动点：w ∗ = (w∗i )i≤n−3，w∗i = −
1

n− i − 2
.

∥DAD−1∥∞ ≤ 1−
�

1+
n2

8

�−1

.

迭代次数：t ≥
�

1+
n2

8

�

·
�

ln
1
ϵ
+ ln

�

(n− 1)2

4(n− 2)
∥e∥∞

��

.

公开问题三

能否将上述分析方法应用于高效向量群分解的算法设计？
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总结

向量群的定义、性质和向量群分解问题

离散向量群分解⇔格基计算

非离散向量群分解⇔格与向量空间求交

几个公开问题

未涉及：代数向量群及其分解算法

Thanks
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