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摘摘摘 要要要

随着计算机计算能力的迅猛发展匬 计算机所能处理问题的规模越来越大匬 提

高计算的可信性和高效性已成为工业界和科学界的共同目标匮 符号计算可以得

到问题的精确结果匬 但计算复杂度高医 数值计算可以高效地处理实际问题匬 但仅

能得到近似结果匮 因此匬 由符号和数值计算各自的优点孕育而生的符号匭数值混

合计算已成为近年来一个炙手可热的研究方向匮 然而匬 准确值和近似值之间存

在一个天然的鸿沟匮 幸运的是匬 张景中、冯勇等提出了 卜采用近似计算获得准确

值匢 的思想匬 并成功给出了针对有理数域的解决方案匮 本文着眼于将上述思想的

适用范围扩大至代数数域匬 讨论若干相关的计算问题匬 设计、分析和实现解决这

些问题的高效、可信的算法匬 并探讨它们在符号匭数值混合计算中的应用匮

本文的主要创新在于区

一、 发现了欧几里得格和线性空间的求交问题与欧几里得空间中有限生成加

法子群的分解问题之间的对偶关系匬 以此为基础对二十世纪十大算法之一

的整数关系探测算法 卐卓卌卑 给出了一个新的理解匬 并从中得到第一个计算

欧几里得空间中有限生成加法子群分解的算法匮

二、 克服了 卐卓卌卑 算法对于一组复数只能输出 升卡卵即即 整数关系的不足匬 提出

卓卉卒卄 同步整数关系探测算法匮 并以此为基础提出了解决代数数极小多项

式近似重构问题的一个新的、完整的、有效的解决方案匮

三、 给出了一个计算有理系数二元多项式有理不可约因子的新算法匮 理论分析

和实验数据均说明匬 该算法非常高效匬 尤其是对稀疏的有理系数二元多项

式匬 效果甚佳匮

本文也讨论了一个基于高次代数数近似值的有理系数二元多项式因式分解

算法匬 该算法对较小规模的实例具有较好的效果匮

此外匬 对于著名的 卌卌卌 算法的一种特殊情形匬 本文采用一个全新的复杂度

分析方法得到了一个有趣的结果匮

关键词： 欧几里得格匬 整数关系匬 代数数匬 极小多项式匬 因式分解
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第第第一一一章章章 引引引言言言

自 匱匹匴匶 年第一台电子计算机 卅华卉十千 问世以来匬 其应用已深入到政治、经

济、军事、文化等社会生活的各个方面匮 随着计算机计算能力的迅猛发展匬 计算

机所能处理问题的规模越来越大匮 然而匬 如何在现代计算机上高性能、低能耗、

高可靠性地完成计算任务已成为近年来研究的热门内容匮 而这自然地对高性能

计算 卛匱卝、绿色计算 卛匴卝 和可信计算 卛匷卝 等领域的研究提出了新的要求和挑战匮 符

号计算可以得到问题的精确解匬 但容易发生中间过程膨胀 匨符号表达式在计算过

程中越来越庞大匩匬 计算复杂度高医 数值计算可以高效地处理实际问题匬 但仅能得

到局部的近似解匮 因此匬 由符号和数值计算各自的优点孕育而生的符号匭数值混

合计算 卛匱匱匬 匴匵匬 匹匴匬 匱匵匱卝 已成为近年来一个炙手可热的研究方向匮 然而匬 准确值

和近似值之间存在一个天然的鸿沟匮 幸运的是匬 张景中、冯勇等提出了 卜采用近

似计算获得准确值匢 的思想匬 并成功给出了针对有理数域的解决方案 卛匱匵匰卝匮 本

文着眼于将上述思想的适用范围扩大至代数数域匬 讨论若干相关的计算问题匬 设

计、分析和实现解决这些问题的高效、可信的算法匬 并探讨它们在符号匭数值混

合计算中的应用匮

1.1 研研研究究究背背背景景景及及及意意意义义义

由于计算机中仅能够准确的表示整数 匨从而匬有理数匩匬 而不能够精确地表示

所有实数 匨如
√
匲匩匬 因此计算误差无处不在匮 在可信计算需求日益增加的背景下匬

如何用整数来表示实数就成了近年来一个非常热门的研究课题匮 自 匲匰匰匸 年以来

卛匵卝匬 国家自然科学基金委员会已经连续六年将 卜实数的整数化表示理论与算法匢

列为信息与数学交叉类项目面上项目指南的头条匬 其研究内容为 卜设计用整数

正确表示实数的理论与算法匬 并在计算机中实现该算法匬 给出该算法的复杂性分

析匮匢 本文第四章代数数极小多项式的近似重构为代数数的整数化表示提供了一

种新的完整的解决方案匮

这个解决方案所采用的基本方法是误差可控的符号匭数值混合计算匮 符号匭数

值混合计算不仅是应用数学和纯数学的交叉学科匬 而且也是数值分析和计算机

代数的交叉学科 卛匱匱匬 匴匵匬 匹匴匬 匱匵匱卝匬 并且在数学与信息科学的研究中扮演着越来
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越重要的角色匮 匲匰匰匷 年匬 美国国家自然科学基金委员会将符号、数值、代数计

算的交叉和合作列为计算机时代科学研究创新的重要挑战性领域 匨见 卛匱匱卝匩匮 欧

盟也大力支持符号匭数值混合计算的基础和应用研究匬 法国 卉华卒卉十 开发了混合

计算软件库 卓卙华十卐卓 卛匷匶卝匬 德国、意大利、荷兰的 十卬卧卥卢卲卡卩卣 协卩卬 项目组开发的

十印千卯千卯十 符号匭数值混合计算软件包等 卛匱匲匴卝匮 我国著名数学家、首届国家最高

科学技术奖获得者吴文俊先生也将符号匭数值混合计算列为 卜匲匱 世纪 匱匰匰 个交

叉学科难题匢 之一 卛匱匰卝匮

代数数极小多项式的近似重构所采用的基本思想是 卜采用近似计算获得准

确值匢匮 这一思想源于我国计算机科学家洪家威对近似计算有效位的讨论 卛匶卝匬 后

被张景中和冯勇精确提出并给出了针对有理数情形的算法 卛匱匵匰卝匮 随后匬 推广到

采用近似方法获得准确有理系数插值多项式 卛匴匸卝匮 这一思想不仅切合可信计算

的目标匬 而且也是 卜符号匭数值混合计算匢 研究中的一个重要方向匮 因此匬 本文作

者所在团队先后参与了国家自然科学基金重大研究计划 匨项目编号区 匹匱匱匱匸匰匰匱匩

和国家 匹匷匳 项目 匨项目编号区 匲匰匱匱千卂匳匰匲匴匰匲匩匬 致力于 卜基于符号匭数值混合计算

的误差可控算法匢 的研究匮

上述解决方案所使用的基本工具是二十世纪十大算法之一 匨见 卛匴匴卝匩 卼卻整

数关系探测算法 卐卓卌卑匮 该算法比较完整地解决了 Rn 上的整数关系的探测问

题匬 同时其应用包括重构实代数数的极小多项式 卛匲匳匬 匱匲匷卝、发现了一个计算圆

周率 π的新公式 卛匲匲卝、发现了诸多物理常数之间的关系 卛匲匷卝匬 进而形成了一门新

的学科 卜实验数学匢 卛匲匱匬 匲匸卝匮 但是匬 正如 千卩印卲卡 所评论的一样区 尽管该算法功能

强大匬 但却十分难于理解和实施 卛匳匸卝匮 因此匬 对 卐卓卌卑算法的较为直观的理解也

是一个非常有意义的工作匮 本文在这方面做了一些尝试匬 得到一些有益的结果

匨第二、三章匩匮

对于上述解决方案来讲匬 最直接的应用便是计算多项式的不可约分解匮 多

项式的因式分解不仅一直是符号计算的中心课题匬 而且也是符号计算领域解

决最彻底的问题之一 卛匸匹卝匮 尽管如此匬 由于该问题广泛应用于符号化简、交换

环中理想准素分解、多项式方程求解、代数编码和密码学等诸多方面匬 所以这

方面的研究仍是持续的热点匮 尤其是基于符号匭数值混合计算的准确多项式因

式分解领域匬 十分活跃匮 在符号计算顶级会议 協卨卥 卉卮却卥卲卮卡却卩卯卮卡卬 卓卹卭印卯即卩卵卭 卯卮

卓卹卭卢卯卬卩卣 卡卮卤 十卬卧卥卢卲卡卩卣 千卯卭印卵却卡却卩卯卮 匨卉卓卓十千匩 卛匷匷卝 上匬 每年都有学者报告这方

面最新的研究进展匮 在 匲匰匱匲 年于法国 升卲卥卮卯卢卬卥 召开的第 匳匷 届 卉卓卓十千 上匬 本文
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作者也将本文第五章的部分内容在会议期间作了展示匮

综上所述匬 本文所研究的内容是科学计算和可信软件研究中重要的基础课

题匬 并且属于信息科学与数学交叉学科中亟待解决的难题匮 本文的工作发挥了我

国在符号匭数值混合计算领域的优势匬 发展了基于符号匭数值混合计算的若干误差

可控算法匬 为进一步探索和解决相关的实际问题提供了理论基础和技术支持匮

1.2 国国国内内内外外外研研研究究究现现现状状状

一个欧几里得格 匨卥卵卣卬卩卤卥卡卮 卬卡却却卩卣卥匩 Λ ⊆ Rm 是欧几里得空间 Rm 中的一个

离散的加法子群匬 简称为格匮 格 Λ的一组基 匨卢卡即卩即匩 b1, · · · , bn ∈ Rm是一组满足

Λ 匽
∑

i Zbi的线性无关的向量匮自 匱匸匹匶年卍卩卮卫卯卷即卫卩的Geometrie der Zahlen1

卛匱匱匵卝 问世以来匬 欧几里得格已成为数论中的一个标准的工具匮 欧几里得格中的

基本问题是寻找格中的最短向量匬 但该问题已被证明是 华卐 完全的 卛匱匷匬 匴匶卝匮 而

在诸多的实际问题中匬 求得格中的较短向量就能满足需求匮 由 卌卥卮即却卲卡匬 卌卥卮即却卲卡

和 卌卯卶匓卡即卺 于 匱匹匸匲 年提出的 卌卌卌 算法 卛匱匰匲卝 便能求得格的一组基匬 这组基由

格中相对较短并接近正交的一些向量组成匮 在 卌卌卌 算法的原始论文中匬 利用

卌卌卌 算法给出了一个计算有理系数单变元多项式因式分解的算法匬 该算法是第

一个多项式时间复杂度的有理系数多项式因式分解算法匮 此后匬 卌卌卌 算法的应

用犹如雨后春笋般涌现匮 至今匬 卌卌卌 算法已经在 卄卩卯印卨卡卮却卩卮卥 近似 卛匶匴卝、多项

式的因式分解 卛匶匸卝、整数规划 卛匱匳匬 匱匰匶卝、升卐卓 卛匶匵卝、编码理论 卛匱匰匵卝 和密码学

卛匱匱匳卝 等领域得到了成功的应用匮 同时匬 对 卌卌卌 算法本身的改进也持续不断匬 如

卛匶匹匬 匸匳匬 匹匷匬 匱匱匷匬 匱匲匱匬 匱匲匳匬 匱匳匸匬 匱匳匹匬 匱匴匱匬 匱匴匲卝匮

卌卌卌 算法的又一个典型的应用是代数数极小多项式的近似重构匮 该问题

最早是由著名的理论计算机科学家匬 匱匹匹匵年 協卵卲卩卮卧奖获得者 卍匮 卂卬卵卭于上世

纪八十年代在研究伪随机序列时提出的匮 应用 卌卌卌 算法匬 卋卡卮卮卡卮匬 卌卥卮即却卲卡 和

卌卯卶匓卡即卺 卛匹匵卝 通过代数数的近似值成功获得了其对应的准确代数数的极小多项

式 匨第 匴匮匱 节有此算法的简介匩匮 该算法回答了 卍匮 卂卬卵卭 所提出的问题区 代数

数的二进制展开不形成安全的伪随机序列匮 计算机代数系统 卍卡印卬卥 卛匱匰匸卝 中的

PolynomialTools:-MinimalPolynomial 命令便基于 卛匹匵卝 中的算法匮 另外匬 半卵即却

在文献 卛匸匰卝 中给出了一个寻找多个代数数整数关系的算法匬 该算法也能运用于

代数数极小多项式的近似重构匮 但是匬 该算法所需要的精度太高 匨详见表 匴匮匱匩匮

1“Geometrie der Zahlen” 中文意思是 “数的几何”.
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匲匰匰匹 年匬 本文作者所在团队利用整数关系探测算法 卐卓卌卑匬 给出了实代数数极小

多项式的近似重构方案 卛匸匬 匹匬 匱匲匷匬 匱匲匸卝匮 但是这些方案都仅对实代数数有效匬 因

为对于复数的情况匬 卐卓卌卑 算法只能输出 升卡卵即即 整数关系匮 本文第四章将给出

一个基于同步整数关系探测的有效算法来弥补以上工作的不足匮

设x 匽 匨x1, · · · , xn匩 ∈ Rn匮 如果存在一个非零向量m ∈ Zn匬使得x ·mT 匽

匰匬 那么就说m是 x的一个整数关系 匨卩卮却卥卧卥卲 卲卥卬卡却卩卯卮匩匮 整数关系的探测是一

个古老的数学问题匮 《几何原本》中的 卅卵卣卬卩卤算法就可以解决有理数域上的

n 匽 匲的整数关系探测问题匬 这等价于求 x1/x2的连分数表示匮 在漫长的数学历

史长河中匬 包括 半卡卣卯卢卩、午卥卲卭卩却卥、卐卯卩卮卣卡卲匓卥、卐卥卲卲卯卮、卂卲卵卮 和 卓卺卥卫卥卲卥即 在内的

一大批数学家都试图攻克 n > 匲的情形匬 但是效果都不理想匮 他们所采用的解

决方案都集中于多维 卅卵卣卬卩卤算法或多维连分数算法匮 对 n > 匲 的情形匬 直到上

世纪 匷匰年代末才由 卆卥卲卧卵即卯卮 和 卆卯卲卣卡卤卥 给出了第一个行之有效的方法 卛匵匱匬 匵匲卝区

多维 卅卵卣卬卩卤 算法匮 自此之后的诸多该算法的推广中匬 午北卡即却卡卤匬 半卵即却匬 卌卡卧卡卲卩卡即和

卓卣卨卮卯卲卲给出的 午半卌卓算法 卛匶匶匬 §匳卝 是第一个关于整数关系探测的多项式时间
的算法匬 而且该算法还可推广到线性独立的整数关系探测 匨得到给定向量的多

个线性无关的整数关系匩 和同步整数关系探测 匨得到给定多个向量的整数关系匩

两个多项式时间算法匮 半卵即却在文献 卛匸匰卝中给出了一个针对代数数的整数关系探

测算法匮 午半卌卓算法和 卛匸匰卝 中的算法都采用了部分量度约化 匨见第 匲.匱 节匩匬 同时

应用了经典的 升卲卡卭匭卓卣卨卭卩卤却正交化过程匬 因此造成了数值不稳定匮2匮 午半卌卓算

法不稳定的例子可以参考文献 卛匴匹匬 匵匰卝匮 此后又经过了进一步地完善匬 卆卥卲卧卵即卯卮

等基于多维 卅卵卣卬卩卤算法提出的 卐卓卌卑算法 卛匴匹匬 匵匰卝是一个较为完善的高效的

整数关系探测算法匮 尽管在精确的实数计算模型下匬 卍卥卩卣卨即卮卥卲 证明了 卐卓卌卑

算法和 午半卌卓 算法之间在本质上是等价的卛匱匱匱匬 § 匲匮匳匮匱卝 匨亦见 卛匲匹匬 十印印卥卮卤卩卸 卂匬

協卨卥卯卲卥卭匷卝匩匬 但是 卐卓卌卑算法不仅在实际计算时间上优于之前的算法匬 而且能

够被推广到复数和 午卡卭卩卬却卯卮四元数的情形匬 此时分别对应 升卡卵即即整数关系和

午卡卭卩卬却卯卮整数关系匬 在现实生活中被广泛应用匮 因此匬 Computing in Science and

Engineering 杂志于 匲匰匰匰年将其评为二十世纪十大算法之一 卛匴匴卝匮

尽管 卐卓卌卑 算法功能强大匬 但也有不足之处匮 一方面是由于其算法本身难

于理解和实施匬 另一方面则是由于算法本身存在一定的局限性匮 比如匬 若对复数

向量 x 匽 匨匱 匫 I, 匱 匫 匲I, 匲 匫 I匩 应用 卐卓卌卑 算法匬 则只能得到一组 升卡卵即即整数向

2关于部分量度约化和完全量度约化的数值性质的差异, 可以参考文献 [140]; 关于 经典的 Gram-

Schmidt正交化的数值性质可以参考文献 [63, 67].
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量m 匽 匨匱, I,−I匩 满足 xmT 匽 匰匬 其中 I 匽
√
−匱 表示虚数单位匮 然而在实际应

用中匬 往往需要一个整数向量匬 而不是一个 升卡卵即即整数向量匬 此时 卐卓卌卑 算法便

无能为力了匮 比如匬 应用整数关系探测算法由复代数数的近似值获得其准确的极

小多项式匮 因此匬 文 卛匸匬 匹匬 匱匲匷匬 匱匲匸卝 中运用 卐卓卌卑 算法由代数数的近似值获得其

准确的极小多项式的思路仅对实代数数有效匮 基于改进的 午半卌卓算法匬 卒卿卯即即卮卥卲

和 卓卣卨卮卯卲卲 在 卛匱匳匰卝 中试图给出一个计算两个实向量 x1 和 x2 的同步整数关系

探测算法匬 但是由于存在一些问题没有解决匬 至今尚未公开发表匮 本文第三章将

给出一个稳定的同步整数关系探测算法 卓卉卒卄匬 该算法将使得基于整数关系探测

的代数数极小多项式近似重构方法成为一个完备的方法匮

本文的另一个主题卼卻多项式的因式分解卼卻是符号计算 匨计算机代数匩领域

最迷人的研究方向之一匮 其历史可以追溯到公元前 匱匹匰匰 年到公元前 匱匶匰匰 年间

古巴比伦人的二次方程求根公式 卛匵匷卝匮 如前所述匬 对于单变量的有理系数多项式

的因式分解匬 第一个多项式时间复杂度的算法归功于 卌卥卮即却卲卡匬 卌卥卮即却卲卡和 卌卯卶匓卡即卺

卛匱匰匲卝匮 对于多变元的有理系数多项式匬 多项式时间复杂度的因式分解算法是由

卋卡卬却卯卦卥卮 最先给出的 卛匸匱匬 匸匲匬 匸匵卝匮 这方面的文献浩如烟海匬 在此只简要介绍与本

文工作有关的部分匬 有兴趣的读者可以参考 卛匳匷匬 匵匷匬 匸匷卻匸匹匬 匹匲卝 了解更多信息匮

日本学者 卓卡即卡卫卩等人不仅在 卛匱匳匵卻匱匳匷卝 中引进了扩展的 Hensel 构造匬 也引

入了因子重组技术匮 扩展的 午卥卮即卥卬 构造随后被应用于求解多元代数系统以及

多元多项式的 卐卵卩即卥卵卸 级数分解 卛匷匴匬 匷匵匬 匷匸匬 匷匹匬 匱匳匲卻匱匳匴卝匮 本文将改进他们的

工作匬 并弥补其中的疏漏匬 提出一个保持稀疏性的推广的 Hensel 提升 匨详见第

匵.匲.匲 节匩匮

另外匬 因子重组技术已被成功应用到因式分解中匬 例如用于单变元多项式因

式分解的 卶卡卮 午卯卥卩卪 重组算法 卛匶匸卝匬 卂卥卬卡卢卡即 等提出的适用于全局域上因式分解

的对数匭微分重组算法 卛匲匴卝匮 本文的算法 匵.匵 也用到了因子重组技术匬 与已有方法

的不同之处在于其建立方程的方式是通过近似赋值匬 从而可以利用数值线性代

数 匨如 卛匶匷卝匩的工具进行求解匮

对于数域上的多元多项式因式分解有很多成熟的技术可以应用匬如 卛匳匰匬 匵匴匬

匷匰匬 匸匷匬 匸匸匬 匹匸卻匱匰匱匬 匱匱匹匬 匱匴匵匬 匱匴匶卝匮 但是匬 这些方法都依赖于经典的 午卥卮即卥卬 提升匮

而经典的 午卥卮即卥卬 提升在提升因子的过程中会破坏原来多项式的稀疏性匬 从而导

致中间过程膨胀匮 尽管 卂卥卲卮卡卲卤卩卮 在二元的 午卥卮即卥卬 提升和并行算法方面做了一

些工作 卛匲匵卝匬 但其研究也没有考虑稀疏性匮 为了解决这个问题匬 博卩印印卥卬 卛匱匵匲匬 匱匵匳卝
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进行了初步的尝试匮 通过概率方法匬 将随机点上赋值为 匰 的系数就看成 匰匬 从而

将提升步骤转化为求解一个线性代数方程匮 卖卯卮 卺卵卲 升卡却卨卥卮 和 卋卡卬却卯卦卥卮 随后也

研究了这一问题匬 并对该方法中涉及的概率进行了严格的分析 卛匵匶匬 匵匹匬 匸匶卝匮

基于文 卛匴匲卝 中的结果匬 卌卥卮即却卲卡 于 匱匹匹匹 年给出了一个计算代数扩张中的多

项式的固定次数因子的快速算法 卛匱匰匳匬 匱匰匴卝匮 该算法对低次因子十分有效匬 可以

解决次数很高项数很少的多项式因式分解问题匮 随后匬 有学者将此方法推广到多

元情形 卛匱匸匬 匹匰匬 匹匱卝匮 这方面的最新进展可以参考 卛匳匳卝匮

关于稀疏多项式因式分解的另一个重要方向是利用多项式的支撑集的

Newton 多胞体 匨华卥卷却卯卮 印卯卬卹却卯印卥匩 的信息匮 匲匰匰匱 年匬 升卡卯 采用此方法讨论了多

项式的绝对不可约性 卛匵匳卝匮 一系列的方法随之出现匬如卛匱匴匬 匱匶卝等匮在 卛匱匵卝中匬 十卢卵

卓卡卬卥卭 给出了一个基于多胞体的稀疏二元多项式在有理数域上的分解算法匮 该

算法的基本思路是遍历 华卥卷却卯卮 多胞体的卍卩卮卫卯卷即卫卩 分解 卛匴匰匬 千卨卡印匮 匷卝匬 因此匬

该方法对那些 华卥卷却卯卮 多胞体的卍卩卮卫卯卷即卫卩 分解较少的稀疏多项式具有很高的

效率匮

对于稠密的有理二元多项式的因式分解匬 当前最好的结果归功于 卌卥卣卥卲卦

卛匱匰匱卝匮 尽管南卥卩卭卡卮卮 卛匱匴匸卝 给出了 卌卥卣卥卲卦 算法的一个稀疏版本匬 但是南卥卩卭卭卡卮

的算法要求输入多项式具有常数项和一次项匬 减小了算法的适用范围匮 文 卛匲匶卝

给出了一个约减 华卥卷却卯卮 多胞体积的方法也可以用于二元多项式的因式分解中匮

1.3 本本本文文文工工工作作作

本文是作者攻读博士学位期间的部分工作 卛匲匬 匳匬 匳匴匬 匳匵匬 匱匴匹卝 的整理集结匮

主要内容和创新性可以归纳为如下几个方面区

匭 通过引入更为一般化、功能更为强大的代数表述匬 对求解一组实数的整数

关系的标准算法 午半卌卓 和 卐卓卌卑 重新解读匬 给出了这两个算法的一个新的

理解匮 进而匬 从这两个算法中提取出第一个处理欧氏空间中有限生成加法

子群 匨包括有限个欧几里得格的和、欧几里得格到线性空间的投影匩分解

问题的算法匬 并在新的代数意义下匬 分析了该算法的收敛性和复杂度匮

匭 针对有限生成加法子群的分解问题匬 也考查了基于 卌卌卌 算法的方法匮 对于

整数情形的分析匬 本文得到了一个十分有趣的结果匮 该结果不同于文献中

已有的 卌卌卌 分析方法匬 或有更大的价值有待发掘匮
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匭 克服了 卐卓卌卑 算法对于一组复数只能输出 升卡卵即即 整数关系的不足匬 提

出 卓卉卒卄 同步整数关系探测算法匮 并深入研究了如何在计算机代数系

统 卍卡印卬卥 高效地实现该算法匮 实验数据显示匬 与文献中已有的算法相比匬

卓卉卒卄 算法优势明显匮

匭 给出了代数数极小多项式近似重构的误差控制条件匬 进而基于同步整数关

系探测算法 卓卉卒卄匬 得到一个从代数数近似值重构其准确极小多项式的完

备的新算法匬 从而将 卜采用近似计算获得准确值匢 这一思想的适用范围从

有理数扩展到代数数匮

匭 基于代数数域上代数数极小多项式的近似重构匬 提出了一个分解有理系数

二元多项式的算法 匨算法 匵.匱匩匬 该算法针对小规模的问题有较好的效果匮 另

外匬 受 卓卡即卡卫卩 等提出的扩展的 午卥卮即卥卬 构造的启发匬 建立了推广的 午卥卮即卥卬

提升匮 在对有理系数二元多项式的应用中匬 推广的 午卥卮即卥卬 提升克服了传统

构造的中间过程膨胀问题匬 保持了输入多项式的稀疏性匮 结合基于数值线

性代数的因子组合方法匬 得到另一个有理系数二元多项式的因式分解算法

匨算法 匵.匵匩匮 实验显示匬 该算法效率较高匬 尤其是对稀疏的有理系数二元多

项式匮

本文组织. 本文共六章匮 第一章简要介绍研究背景、研究动机和研究内容匮

第二章揭示整数关系探测与欧几里得空间中的有限生成加法子群的联系匬 从而

给出 午半卌卓 算法和 卐卓卌卑 算法的新的理解匮 第三章建立、分析并实现同步整数

关系探测算法 卓卉卒卄匮 第四章基于 卓卉卒卄 同步整数关系探测算法建立代数数极小

多项式近似重构的完备的新方法匮 第五章提出并分析两个基于符号匭数值混合计

算的有理系数二元多项式的因式分解算法匮 第六章总结全文匮

说明. 为避免冗长的重复叙述匬 本文对一些基本概念和术语都不加定义的加以

使用匮 那些未作说明的概念和术语均可以在 卛匳匱匬 匵匸匬 匱匴匳卝 中找到匮 如无特殊说

明匬 本文的所有向量均是行向量匬 用黑体字母表示匮 用 〈b, c〉 表示两个向量 b 和

c 的内积匮 向量 b 的 匲匭范数为 ‖b‖ 匽
√
〈b, b〉匮

本文涉及的所有程序和数据都可以在如下网址下载区

https://sites.google.com/site/jingweichen84/

https://sites.google.com/site/jingweichen84/




第第第二二二章章章 整整整数数数关关关系系系与与与欧欧欧氏氏氏空空空间间间中中中的的的有有有限限限生生生成成成加加加法法法子子子群群群

称一个向量m ∈ Zn \ {0}为向量 x ∈ Rn的整数关系 匨卩卮却卥卧卥卲 卲卥卬卡却卩卯卮匩若

x ·mT 匽 匰匮 匱匹匸匶年匬由午北卡即却卡卤匬 半卵即却匬 卌卡卧卡卲卩卡即和 卓卣卨卮卯卲卲给出的午半卌卓算法 卛匶匶匬

§匳卝是第一个多项式时间的算法匮 该算法要么找到一个整数关系匬 要么证明整数

关系具有小的 匲匭范数匮 其时间复杂度是 n和整数关系界的多项式函数匮 匱匹匹匲年匬

卆卥卲卧卵即卯卮和 卂卡卩卬卥卹给出了另一个标准算法 卐卓卌卑 卛匴匹卝匮 文献 卛匵匰卝给出了 卐卓卌卑

算法的简化分析匮 有关整数关系探测的历史注记匬 可以参考 卛匶匶匬 §匱卝和 卛匵匰匬 卓卥卣匮

匹卝匮 本章的计算模型将采用精确的实数计算模型匮 在此模型下匬 卍卥卩卣卨即卮卥卲已经证

明了 卐卓卌卑算法在本质上等价于 午半卌卓算法 卛匱匱匱匬 §匲匮匳匮匱卝匬 或见 卛匲匹匬 十印印卥卮卤卩卸 卂匬

協卨卥卯卲卥卭 匷卝匮 因此匬 本章中如无特殊说明匬 将以 午半卌卓算法代指 午半卌卓和 卐卓卌卑

算法匮

对于 Rn中的向量 x匬 午半卌卓算法旨在找到格 Λ 匽 Zn与 匨n− 匱匩匭维向量空间

E 匽 即印卡卮匨x匩⊥ ⊆ Rn 的交集中的一个非零元素匮 该算法可大致分为如下三个步

骤区 匨匱匩 首先计算单位矩阵的行 匨形成了格 Λ的一组基匩到 E 的投影匮 这便生成

了 n个属于一个 匨n− 匱匩匭维向量空间的向量匮 这 n个向量所有的整系数线性组合

所构成的集合可能不再是一个欧几里得格匮 一般地匬 这个集合仅仅是一个 Rn中

的有限生成加法子群 匨匌卮卩却卥卬卹 卧卥卮卥卲卡却卥卤 卡卤卤卩却卩卶卥 即卵卢卧卲卯卵印匩匮 匨匲匩 对这 n个向量

进行类似于 匨尽管是不同的匩 卌卌卌算法的行幺模操作 匨交换两行、一行加上另一

行的整数倍匩匮 这一步的主要目的是消除这 n个向量的线性相关性匮 匨匳匩 如果在

这 n个向量中找到了 n− 匱个属于同一个 匨n− 匲匩匭维空间匬 并且剩下的第 n个向

量与这 n − 匱个向量线性无关匬 那么算法停止匮 此时匬 如上的第 n个向量将不能

再被其余的 n− 匱个向量的任意整系数线性组合约化而变得更短匮 而且匬 此时的

幺模矩阵的逆矩阵中便包含了一个 x的非平凡的整数关系匮 这个过程中匬 最大

的计算开销发生在第二步匬 即对有限生成加法子群的操作匮

本章通过研究 Rn 中的有限生成加法子群的结构给出了一个理解 午半卌卓算

法和 卐卓卌卑算法的新视角匮 整数关系探测算法 匨部分地匩解决了如下格与向量空

间的求交问题 匨卉卮却卥卲即卥卣却匩的一种特殊情形区 给定一个欧几里得格 Λ的一组基

和一个向量空间 E 的基匬 如何找到格 Λ ∩ E 的一组基 匨对于整数关系探测算法

午半卌卓和 卐卓卌卑匬 格 Λ ∩ E 便是所有的整数关系匩匮 然而匬 午半卌卓算法的主要步骤
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与 Rn 中的有限生成加法子群的结构紧密相连匮 对任意的 Rn 中的有限生成加

法子群 S匬 其拓扑闭包 S 是唯一一个欧几里得格和一个向量空间的正交和匬 即

S 匽 Λ©⊥E匮 Rn中的有限生成加法子群的分解问题 匨卄卥卣卯卭印匩便是对于给定的

Rn中的有限生成加法子群计算其拓扑闭包的格分支和线性空间分支的基匮 从这

个新的角度出发匬 本章将揭示 卉卮却卥卲即卥卣却问题和 卄卥卣卯卭印问题之间的对偶关系匮

除了导出上述两问题之间的对偶关系匬 这个新的角度还蕴含了一个分解

欧式空间中的有限生成加法子群的算法 卄卥卣卯卭印 午半卌卓匮 在这之前匬 仅有特殊的

情形被专门讨论过区 卐卯卨即却的 卍卌卌卌算法 卛匱匲匵卝和 卛匶匶匬 §匲卝中所给出的算法匬 从

给定的一组线性相关的格向量能够计算出该格的一组基匮 本章将详细地给出

卄卥卣卯卭印 午半卌卓算法匬 通过改进 卛匵匰卝中的分析给出其正确性证明匬 并分析算法的

收敛性匮 对于秩为 r的 Rm中的有限生成加法子群匬 若其生成元的 匲匭范数不超过

X匬则卄卥卣卯卭印 午半卌卓算法需要的迭代次数不超过O匨r3匫r2 卬卯卧 X
λ1(Λ)

匩匬其中 λ1匨Λ匩

表示输入的有限生成加法子群的格分支 Λ的最短向量的长度匮 在卄卥卣卯卭印 午半卌卓

中匬 一次迭代需要的算术操作数不超过 O匨nm匩匬 其中 n是有限生成加法子群生

成元的个数匮 同时可以证明匬 卄卥卣卯卭印 午半卌卓算法输出的格分支的基是弱约化的

匨卷卥卡卫卬卹 卲卥卤卵卣卥卤匩匮

本章也将考查另外一个解决 卄卥卣卯卭印问题的算法 卄卥卣卯卭印 卌卌卌匬 该方法可

以追溯到原始的 卌卌卌文献中 卛匱匰匲匬 印印匮 匵匲匵卝匮 该方法首先将输入实例嵌入到更

高维的格中匬 然后再调用 卌卌卌格约化算法匮 为了确保能够从 卌卌卌算法的输出

中得到原问题的解匬 需要对嵌入的部分乘以一个很小的量匮 具体地讲匬 若想要

分解矩阵 A ∈ Rn×m 的行所生成的有限生成加法子群匬 卄卥卣卯卭印 卌卌卌算法将对

匨c−1 · In|A匩调用 卌卌卌算法匬 其中 In为 n阶单位阵匬 参数 c > 匰匮 对于充分大的 c匬

格分支的一组基将出现在 卌卌卌算法输出结果的右下方匮 然而匬 参数 c可能无限

大匬 因此 卄卥卣卯卭印 卌卌卌的分析要比 卄卥卣卯卭印 午半卌卓困难得多匮 幸运的是匬 对于整

数情形匬 对充分大的参数 c匬 能够证明 卄卥卣卯卭印 卌卌卌所需的迭代次数独立于所选

择的参数 c匮 这个有趣的结果是对标准的 卌卌卌分析的进一步优化匮

本章中匬 假设所有的运算都是精确的实数计算匬 即实数的加、减、乘、除、

比较、取整等运算均能在单位时间内完成匮 若 b 为一向量匬 E 为向量空间匬 用

π匨b, E匩 表示 b 到 E 上的正交投影匮
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2.1 背背背景景景知知知识识识

本节介绍关于线性代数、欧几里得格、午半卌卓算法和 卐卓卌卑算法的必要的

背景知识匮 有兴趣的读者可参考文献 卛匱匲匹卝了解更多关于格的基本知识匮

设 A ∈ Rn×m 为一个秩为 r的矩阵匮 则其有唯一的 LQ分解 A 匽 L · Q匬 其
中 Q匭因子 Q ∈ Rr×m 具有正交的行 匨即 QQT 匽 Ir匩匬 卌匭因子 L 匽 匨li,j匩 ∈ Rn×r 满

足如下性质区 存在对角元下标 匨卤卩卡卧卯卮卡卬 卩卮卤卩卣卥即匩 匱 ≤ k1 ≤ · · · ≤ kr ≤ m使得

li,j 匽 匰对所有的 i < kj 成立匬 且 lk,j > 匰对所有的 j ≤ r成立匮 当 n 匽 r时匬 卌匭因

子为对角线元素全为正的下三角阵匮 对矩阵 A作 卌卑分解等价于对矩阵 AT 作

经典的 卑卒分解匮

定义 2.1. 设 L 匽 匨li,j匩 ∈ Rn×r 是一个秩为 r的下梯形矩阵 匨对角线以上的元素

全为零匩匬 对角元下标为 k1 ≤ · · · ≤ kr匮 若 |li,j| ≤ 1
2

∣∣lkj ,j∣∣对任意的 i > kj 成立匬

则称 L是量度约化的 匨即卩卺卥匭卲卥卤卵卣卥卤匩匮

给定 L ∈ Rn×r匬 存在幺模矩阵 U ∈ 升卌n匨Z匩使得 U · L是量度约化的匮 计算

U 并更新 U · L能够在 O匨n3匩次算术操作内完成匮

一个欧几里得格 匨卥卵卣卬卩卤卥卡卮 卬卡却却卩卣卥匩 Λ ⊆ Rm 是欧几里得空间 Rm 中的

一个离散的加法子群匮 在不引起混淆的情况下匬 Λ 也被简称作格匮 格 Λ 的一

组基 匨卢卡即卩即匩 b1, · · · , bn ∈ Rm 是一组满足 Λ 匽
∑

i Zbi 的线性无关的向量匮 称

B 匽 匨bT1 , . . . , b
T
n 匩

T ∈ Rn×m 为 Λ的基矩阵 匨卢卡即卩即 卭卡却卲卩卸匩匮 整数 n被称作格 Λ

的维数 匨卤卩卭卥卮即卩卯卮匩匮 若 n ≥ 匲匬 则 Λ有无穷多组基匮 若 B 为任意的 Λ的基矩

阵匬 则对任意的 U ∈ 升卌n匨Z匩匬 U · B 也是 Λ的基矩阵匮 格 Λ的第 i个Minkowski

极小值 匨却卨卥 i匭却卨 卍卩卮卫卯卷即卫卩 即卵卣卣卥即即卩卶卥 卭卩卮卩卭卵卭匩 λi匨Λ匩 匨i ≤ n匩 被定义为最

小的包含 Λ 中 i 个线性无关向量的球的半径匮 格 Λ 的行列式 匨卤卥却卥卲卭卩卮卡卮却匩

被定义作 卤卥却匨Λ匩 匽
√
卤卥却匨BBT 匩匮 格 Λ 的对偶格 匨卤卵卡卬 卬卡却却卩卣卥匩 Λ̂ 被定义为

Λ̂ 匽 {x ∈ 即印卡卮匨Λ匩 区 ∀b ∈ Λ, 〈b,x〉 ∈ Z}匮 若 B 是格 Λ 的一个基矩阵匬 则

匨BBT 匩−1B是 Λ̂ 的一个基矩阵匬 称为 B的对偶基 匨卤卵卡卬 卢卡即卩即匩匮

例 2.1. 图 匲匮匱 中的黑色圆点就是以向量 b1 匽 匨匴, 匲匩 和 b2 匽 匨−匳, 匴匩 为基的 匲匭维

格的部分格点匮 向量 b3 匽 匨−匲, 匱匰匩 和 b4 匽 匨匱, 匶匩 也是该格的一组基匬 并且(
b3

b4

)
匽

(
匱 匲

匱 匱

)
·

(
b1

b2

)
.
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b1

b2

b3

b4

图 匲匮匱区 欧几里得格

设 B 匽 匨bT1 , · · · , bTn 匩T ∈ Rn×m 为格 Λ的基矩阵匬 L 匽 匨li,j匩是其 卌匭因子匮 设

δ ∈ 匨匱/匴, 匱匩匮 称这组基 b1, · · · , bn是 LLL-约化的 匨卌卌卌匭卲卥卤卵卣卥卤匩 若 L是量度约

化的并且 Lovász条件 δ ·l2i,i ≤ l2i+1,i+1匫l
2
i+1,i对 i ≤ n成立匮设 γ 匽 匱/

√
δ2 − 匱/匴 >

匲/
√
匳匮 若基 b1, · · · , bn是 卌卌卌匭约化的匬 则对任意的 匱 ≤ j ≤ i ≤ n有 卛匱匰匲卝区

lj,j ≤ γi−j · li,i,

‖bj‖ ≤ γi−1 · li,i,

γ−i+1 · λi匨Λ匩 ≤ ‖bi‖ ≤ γn−1 · λi匨Λ匩.

匨匲匮匱匩

弱约化是经典的 卌卌卌匭约化的弱化匬 其定义类似于 卛匱匴匱卝 中的半约化匮 设

γ > 匲/
√
匳匬 C ≥ 匱匮 称基 b1, · · · , bn是弱约化的 匨卷卥卡卫卬卹 卲卥卤卵卣卥卤匩 若 L是量度约

化的并且 匨推广的匩 Schönhage条件 lj,j ≤ C · γi · li,i对 匱 ≤ j ≤ i ≤ n成立匮 按此

定义匬 一组基若是 卌卌卌匭约化的匬 则也是以 C 匽 匱弱约化的匮 并且匬 若基 b1, · · · , bn
是弱约化的匬 则

‖bi‖ ≤
√
nCγi · li,i,

匨
√
nC2γ2i匩−1 · λi匨Λ匩 ≤ ‖bi‖ ≤

√
nC2γ2n · λi匨Λ匩.

匨匲匮匲匩
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事实上匬 若格 Λ的一组基 b1, · · · , bn是弱约化的匬 则

‖bi‖2 匽 l2i,i 匫
∑
j<i

l2i,j

≤ l2i,i 匫
∑
j<i

(
匱

匴
C2 · γ2i

)
l2i,i

匽

(
匱 匫

i− 匱

匴
C2 · γ2i

)
l2i,i

≤ nC2γ2i · l2i,i.

匨匲匮匳匩

因此对任意的 匱 ≤ j ≤ i ≤ n匬

‖bj‖2 ≤ nC2γ2j · l2j,j ≤ nC4γ2(i+j) · l2i,i. 匨匲匮匴匩

又 l2i,i ≤ ‖bi‖2匬 所以

匨
√
nC2γ2i匩−1 · λi匨Λ匩 ≤ ‖bi‖. 匨匲匮匵匩

现设 c1, · · · , cm ∈ Λ 是 Λ 中线性无关的一组向量匮 则 c1, · · · , cm 可表为
b1, · · · , bn的整系数线性组合区

ci 匽
∑
k≤n

xk,ibk 匨xk,i ∈ Z, 匱 ≤ k ≤ n, 匱 ≤ i ≤ m匩.

设 k匨i匩是满足 xk,i 6匽 匰的最大下标 k匮 不失一般性匬 可设 k匨匱匩 ≤ k匨匲匩 ≤ · · · ≤
k匨m匩匮 则 i ≤ k匨i匩 匨因为 c1, · · · , cm是线性无关的匩匬 并且

‖ci‖2 ≥ l2k(i),k(i). 匨匲匮匶匩

于是匬 由弱约化的定义匬 并结合式 匨匲匮匴匩 和式 匨匲匮匶匩匬 可得

‖bi‖2 ≤ nC4γ2(k(i)+i) · l2k(i),k(i)

≤ nC4γ4n · l2k(i),k(i)

≤ nC4γ4n · ‖ci‖2.

现假设 c1, · · · , ci 是线性无关的格向量匬 且恰好达到第 i个 卍卩卮卫卯卷即卫卩极小值匮

则对 匱 ≤ j ≤ i有 ‖cj‖ ≤ λi匨Λ匩成立匬 从而式 匨匲匮匲匩中的第二个方程成立匮

现在匬 采用 卐卓卌卑算法 卛匵匰卝的形式来描述 午半卌卓算法 卛匶匶匬 § 匳卝匮 称此算法为
午半卌卓匭卐卓卌卑算法 匨算法 匲匮匱匩匮 给定 x 匽 匨x1, · · · , xn匩 ∈ Rn匬 午半卌卓匭卐卓卌卑要么返
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回一个 x的整数关系匬 要么返回一个 λ1匨Λx匩的下界匬 其中 Λx 表示 x的所有的

整数关系形成的格匬 λ1匨Λx匩 表示格 Λx中非零最短向量的 匲匭范数匮 在步骤 匱卢匬 匲卡匬

匲卢和 匲卣 中匬 更新矩阵 U 和 Q以使得 ULx 匽 LQ总是成立匮 1

算法 2.1 匨午半卌卓匭卐卓卌卑匩. 输入区 x 匽 匨x1, · · · , xn匩 ∈ Rn 满足 xi 6匽 匰 (i ≤ n);

M > 匰; γ > 匲/
√
匳.

输出区 要么输出 x的一个整数关系, 要么断言 λ1匨Λx匩 > M .

1. (a) 令 x 区匽 x/‖x‖; 令 U 区匽 In, Q 区匽 In−1.

(b) 计算矩阵 匨x|In匩T 的 Q-因子 匨xT |Lx匩T ; 令 L 区匽 Lx; 量度约化 L并更新

矩阵 U .

2. 当 ln−1,n−1 6匽 匰且 卭卡卸i li,i ≥ 匱/M 时执行以下步骤:

(a) 选择下标 k 满足 γk · lk,k 匽 卭卡卸j<n γ
j · lj,j; 交换矩阵 L的第 k 行和第

k 匫 匱行并更新矩阵 U ;

(b) 计算矩阵 L的 LQ分解; 令 L为新得到的 L-因子, 更新 Q.

(c) 量度约化 L并更新矩阵 U .

3. 若 ln−1,n−1 6匽 匰, 则返回 “λ1匨Λx匩 > M”. 否则, 返回矩阵 U−1的最后一列.

为了证明算法的终止性匬 午半卌卓算法只需要在交换之前满足部分量度约化条

件 |lk+1,k| ≤ 1
2
lk,k匬 而无需采用 卐卓卌卑所采用的完全量度约化匮 由于更强的约化

条件匬 且 卐卓卌卑算法中额外加入了 匨x · U−1匩j 是否为零的测试 匨若为零匬 则 U−1

的第 j 列就是一个 x的整数关系匩匬 所以对于某些特殊情形可能比 午半卌卓提前终

止匮 除此之外匬 如果 午半卌卓也采用完全量度约化匬 那么 卐卓卌卑算法等价于 午半卌卓

卛匱匱匱匬 § 匲匮匳匮匱卝 匨亦见 卛匲匹匬 十印印卥卮卤卩卸 卂匬 協卨卥卯卲卥卭匷卝匩匮 在精确的实数计算模型下匬 完

全量度约化与部分量度约化并不会影响算法本身所需要的迭代次数匮 事实上匬

午半卌卓算法需要的迭代次数不超过 O匨n3 匫 n2λ1匨Λx匩匩匬 卐卓卌卑算法也建立了相同

的迭代次数上界匮 不失一般性匬 午半卌卓的原始描述中采用了 γ 匽
√
匲匮 量度约化的

种类和参数 γ 在位复杂度模型下可能有着显著的影响匬 比如完全量度约化可以

让矩阵的位数保持得比较相当 卛匶匶匬 匱匰匲卝医 若采用浮点运算匬 则可能也会影响近似

的精度 卛匵匰卝匮 然而匬 这几个方面都已超出了本章讨论的范围匮

1实际上, 存储和更新 Q对算法的执行来说不是必须的, 也没有出现在 [50]中. 这里之所以更新是为了

第 2.3节中描述的方便.



第二章 整数关系与欧氏空间中的有限生成加法子群 由电

2.2 Decomp问问问题题题和和和 Intersect问问问题题题

本节将在精确实数计算模型下给出 卄卥卣卯卭印问题和 卉卮却卥卲即卥卣却问题的等价

性匬 即可以调用解决其中一个问题的预言机 匨卯卲卡卣卬卥匩去解决另外一个问题匮

2.2.1 Rm 中中中的的的有有有限限限生生生成成成加加加法法法子子子群群群

由向量 a1, · · · ,an ∈ Rm 生成的有限生成加法子群 匨匌卮卩却卥卬卹 卧卥卮卥卲卡却卥卤

卡卤卤卩却卩卶卥 即卵卢卧卲卯卵印匩是 ai所有整系数线性组合形成的集合区

S 匽
n∑
i=1

Zai 匽

{
n∑
i=1

ziai 区 zi ∈ Z

}
⊆ Rm. 匨匲匮匷匩

给定如式 匨匲匮匷匩的有限生成加法子群 S匬 称矩阵A ∈ Rn×m 匽 匨aT1 , · · · ,aTn 匩T

为 S 的生成矩阵 匨卧卥卮卥卲卡却卩卮卧 卭卡却卲卩卸匩匮 矩阵 A 的秩被称为 S 的秩匮 若 U ∈
升卌n匨Z匩匬 则 U · A也是 S 的生成矩阵匮

如果向量 a1, · · · ,an 线性无关匬 那么 S 是一个格匬 并且 a1, · · · ,an 形成
该格的一组基匮 如果 a1, · · · ,an 线性相关匬 但是存在线性无关的向量 bi 使得

S 匽
∑d

i=1 Zbi匬 那么 S 仍然是一个格匮 在这种情形下匬 ai 便不再是格 S 的一组
基匬 并且 卤卩卭匨S匩 < n匮

本章也将讨论第三种情形匬 即 S 不是一个格匮 对应这种情形的一个简单实

例便是 S 匽 Z匫 αZ匬 其中 α ∈ R \Q区 S 中包含了一些非零元素但却无限接近于
匰匬 从而便不再是格匮 更一般地匬 任意的 Rm中的有限生成加法子群都可以看做是

有限个欧几里得格的和匮

同时匬 Rm中的有限生成加法子群也可以看作欧几里得格到向量空间的正交

投影匮 设Λ 匽
∑

i bi ⊆ Rm为一个格匬 E ⊆ Rm为一向量空间匮 从Λ到E的正交投

影 匨卯卲却卨卯卧卯卮卡卬 印卲卯卪卥卣却卩卯卮匩定义为集合 π匨Λ,E匩 匽 {v1 ∈ E 区 ∃v2 ∈ E⊥,v1 匫 v2 ∈
Λ}匮 则 π匨Λ,E匩是 Rm 中的一个由 bi 到 E 的正交投影生成的有限生成加法子

群匮 反之匬 给定一个 Rm的有限生成加法子群 S匬 设其生成矩阵为 A ∈ Rn×m匮 考

虑以 匨In|A匩为基矩阵的格 Λ ⊆ Rn+m 和向量空间 E 匽 即印卡卮匨In|匰匩⊥ ⊆ Rn+m匮 则

S 匽 π匨Λ,E匩匮

2.2.2 Decomp问问问题题题和和和 Intersect问问问题题题

考虑有限生成加法子群 S ⊆ Rm的拓扑闭包 匨却卯印卯卬卯卧卩卣卡卬 卣卬卯即卵卲卥匩 S匬 即由 S
中所有收敛序列的极限构成的集合匮 因此 S 是一个 Rm中的闭子群匮



由甶 若干符号数值混合计算问题的理论和算法研究

引理 2.1 匨卛匳匱卝匬 千卨卡印却卥卲 卖卉卉匬 協卨卥卯卲卥卭 匲匩. 设 G 为 Rn 的闭子群. 则存在一个包

含在 G 中的最大的向量子空间 V 使得: 若W 是 V 的补空间, 则W ∩ G 是离
散的且 G 是 V 和W ∩G 的直和.

由此引理知匬存在唯一的格 Λ ⊆ Rm 和唯一的向量空间 E ⊆ Rm 使得它们

的直和为 S匬 并且由格 Λ张成的向量空间 即印卡卮匨Λ匩与 E 正交匬 记该直和分解为

S 匽 Λ©⊥E匮 具体地讲匬 若 卲卡卮卫匨S匩 匽 卤卩卭匨即印卡卮匨S匩匩 匽 r ≤ m匬 则存在 匰 ≤ d ≤ r匬

匨bi匩i≤d匬 匨ei匩i≤r−d满足区

匱匮 S 匽
∑

i≤d Zbi 匫
∑

i≤r−dRei医
匲匮 bi 匨i ≤ d匩和 ei 匨i ≤ r − d匩这 r个向量线性无关医

匳匮 对任意的 i ≤ d匬 j ≤ r − d匬 〈bi, ej〉 匽 匰成立匮

于是 匨bi匩i≤d和 匨ei匩i≤r−d分别为格 Λ 和向量空间 E 的基匮 称 Λ为 S 的格分
支 匨卬卡却却卩卣卥 卣卯卭印卯卮卥卮却匩匬 称 E 为 S 的向量空间分支 匨卶卥卣却卯卲 即印卡卣卥 卣卯卭印卯卮卥卮却即匩匮

同时匬 定义 S 的 ΛE 分解 匨匃卅 卤卥卣卯卭印卯即卩却卩卯卮匩 为 匨Λ,E匩匮

例 2.2. 设 a1 匽 匨匱, 匰匩匬 a2 匽 匨
√
匲, 匰匩匬 a3 匽 匨匱, 匱匩匮 则 S 匽

∑3
i=1 Zai 为一个 R2 中

的有限生成加法子群匮 如图 匲匮匲 所示匬 S 匽 Z · 匨匰, 匱匩©⊥R · 匨匱, 匰匩匮

a1

a2

a3

图 匲匮匲区 R2中一个有限生成加法子群

定义 2.2. Decomp问题定义如下区 给定有限生成加法子群 S 的一组生成元匬 目

标是计算 S 的 匃卅分解匬 即计算其格分支 Λ 和向量空间分支 E 各自的一组基匮
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下面的引理对第 匲匮匴 节中的算法分析起着至关重要的作用匮 它将 卄卥卣卯卭印

问题转化为计算一组有限生成加法子群的生成元使得这组生成元中包含尽可能

多的线性无关的向量匮

引理 2.2. 设 匨ai匩i≤n 是一个有限生成加法子群 S 的一组生成元, 其 ΛE 分解

为 S 匽 Λ©⊥E. 对 k < n, 定义 a′j 为 aj 到向量空间 即印卡卮匨ai匩i≤n−k 的正交

投影 匨n − k 匫 匱 ≤ j ≤ n匩. 若 a′j 线性无关, 则 a′n−k+1, . . . ,a
′
n 为 Λ 到某个

向量空间的投影的基, 且 E ⊆ 即印卡卮匨ai匩i≤n−k. 进一步地, 若 k 匽 卤卩卭Λ, 则

Λ 匽
∑

n−k+1≤i≤n Za′i 且 E 匽 即印卡卮匨ai匩i≤n−k.

该引理的证明可由匃卅分解的定义直接得到匮 事实上匬由引理 匲匮匱知匬向量空

间 E 是 即印卡卮匨S匩 的包含在 S 中的最大的子空间匮 这意味着 E ⊆ 即印卡卮匨ai匩i≤n−k匮

这些 a′j 线性无关匬 从而可以构成一个与 E 正交的离散子群匮 再由 匃卅 分解的唯

一性匬 当 k 匽 卤卩卭Λ 时匬 向量 a′n−k+1, . . . ,a
′
n 形成了格分支 Λ 的一组基匮

现在匬 引入另外一个计算问题 卉卮却卥卲即卥卣却匮 它可以看作是整数关系探测问题的

推广匮

定义 2.3. 定义 Intersect 问题如下区 给定格 Λ 和向量空间 E 的一组基匬 目标是

计算格 Λ ∩ E 的一组基匮

整数关系探测问题对应于给定 Λ 匽 Zn匬 E 匽 即印卡卮匨x匩⊥匬 计算 Λ ∩ E 中的一
个非零向量匮 在此情形下匬 卉卮却卥卲即卥卣却 问题旨在找到所有的 x 的整数关系匮 当 E

任意匬 但 Λ 仍为 Zn 时匬 卉卮却卥卲即卥卣却 问题对应于同步整数关系探测匮 此种特殊情形

可以参考文献 卛匳匬 匶匶卝匬 或详见本文第三章匮

在第 匲匮匴 小节中将给出一个解决 卄卥卣卯卭印 问题的算法匮 由于不能够决定格

分支的维数 匨类似地匬 不能够决定整数关系是否存在匩匬 在算法中将假设格分支的

维数已知匮

2.2.3 Decomp 问问问题题题和和和 Intersect 问问问题题题之之之间间间的的的联联联系系系

本小节将揭示 卄卥卣卯卭印 问题和 卉卮却卥卲即卥卣却 问题之间的关系匮 为了阐释这一关

系匬 需要引入如下概念匮

定义 2.4. 欧几里得空间 Rm 中的有限生成加法子群 S 的对偶格 匨卤卵卡卬 卬卡却却卩卣卥匩

定义为

Ŝ 匽 {x ∈ 即印卡卮匨S匩 区 ∀b ∈ S, 〈x, b〉 ∈ Z} .
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等价地匬 S 的对偶也可采用如下定义区

Ŝ 匽 {x ∈ 即印卡卮匨S匩 区 ∀b ∈ S, 〈x, b〉 ∈ Z}.

实际上匬 对任意的 b ∈ S匬 存在一个 S 中的收敛序列 {bi} 使得 bi → b 匨i → ∞匩匮

因此匬 对任意的 x ∈ Ŝ匬 有 〈x, b〉 匽 〈x, 卬卩卭i bi〉 匽 卬卩卭i〈x, bi〉 ∈ Z成立匮 在下文中匬

将根据实际情况选择这两个等价的描述作为 Ŝ 的定义匮

特别地匬 当 S 为格时匬 Ŝ 就是 S 的对偶格匮 更加有趣的是匬 欧几里得空间中

的任意有限生成加法子群的对偶都是一个欧几里得格匮

引理 2.3. 设 S 为一个欧几里得空间中的有限生成加法子群, Λ 是它的格分支.

则 Λ̂ 匽 Ŝ.

证明. 记 S 的 匃卅 分解为 S 匽 Λ©⊥E匮 对任意的 x ∈ S匬 存在唯一的 xΛ ∈ Λ和
xE ∈ E 使得 x 匽 xΛ 匫 xE 且 〈xΛ,xE〉 匽 匰匮

首先证明 Λ̂ ⊆ Ŝ匮 对任意的 x̂ ∈ Λ̂ 和任意的 x ∈ S匬 有

〈x̂,x〉 匽 〈x̂,xΛ〉匫 〈x̂,xE〉 匽 〈x̂,xΛ〉 ∈ Z,

其中第二个等号成立是因为 E 和 即印卡卮匨Λ匩 正交匬 〈x̂,xΛ〉 ∈ Z 则可由 Λ̂ 的定义

直接得到匮

进一步地匬 对任意的 x̂ ∈ Ŝ 和任意的 x ∈ Λ ⊆ S匬 由 Ŝ 的等价定义知
〈x̂,x〉 ∈ Z匬 于是 x̂ ∈ Λ̂匮 证毕匮

由引理 匲匮匳 便可以得到欧几里得空间中有限生成加法子群的格分支的如下

描述匮

引理 2.4. 设 S 为欧几里得空间中的一个有限生成加法子群, Λ 为其格分支. 则

Λ 匽
̂̂S .

设 Λ ⊆ Rm 为一个格匬 E ⊆ Rm 为一个向量空间匮 若 π匨Λ̂, E匩 为一个格匬 则

π匨Λ̂, E匩 匽 Λ̂ ∩ E 匨见 卛匱匰匹匬 卐卲卯印卯即卩却卩卯卮 匱匮匳匮匴卝匩匮 然而一般而言匬 π匨Λ̂, E匩 不一定是

格匬 而仅是一个有限生成加法子群匮 由定义 匲匮匴匬 可以证明以下结果匮 在此基础上匬

便可建立 卄卥卣卯卭印 问题和 卉卮却卥卲即卥卣却 问题之间的联系匮
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定理 2.5. 对任意的格 Λ ⊆ Rm 和向量空间 E ⊆ Rm, 如下关系成立区

Λ ∩ E 匽 π̂匨Λ̂, E匩.

证明. 设 b ∈ Λ ∩E匬 y ∈ π匨Λ̂, E匩匮 则存在 b̂ ∈ Λ̂匬 y′ ∈ E⊥ 使得 b̂ 匽 y 匫 y′匮 于是

〈b,y〉 匽 〈b, b̂〉 − 〈b,y′〉 匽 〈b, b̂〉 ∈ Z.

所以 Λ ∩ E ⊆ π̂匨Λ̂, E匩匮

现设 b ∈ ̂
π匨Λ̂, E匩 匮 则

b ∈ 即印卡卮匨π匨Λ̂, E匩匩 ⊆ E.

进一步地匬 对任意的 b̂ ∈ Λ̂匬 由 b̂ 匽 π匨b̂, E匩 匫 π匨b̂, E⊥匩 得

〈b, b̂〉 匽 〈b, π匨b̂, E匩〉匫 〈b, π匨b̂, E⊥匩〉 匽 〈b, π匨b̂, E匩〉 ∈ Z.

因此匬 b ∈ ̂̂Λ 匽 Λ匮 所以 b ∈ Λ ∩ E匮 证毕匮

将 Decomp 问题转化为 Intersect 问题. 给定 Rm中有限生成加法子群 S 的一
组生成元 a1, · · · ,an匬 此处的目标是通过调用一个解决 卉卮却卥卲即卥卣却 问题的预言机

去计算 S 的 匃卅 分解匮 欲完成此任务匬 只要找到其格分支 Λ 的一组基就足够了匮

由引理 匲匮匴匬 有 Λ 匽
̂̂S 匮

类似于第 匲匮匲匮匱小节末尾处所介绍的匬 对于 S匬 可以构造格 Λ′ 和向量空间 E

使得

S 匽 π匨Λ′, E匩.

由定理 匲匮匵匬 S 的格分支 Λ 是格 Λ̂′ ∩ E 的对偶格匮 于是匬 若以 Λ̂′ 和 E 为输入调

用 卉卮却卥卲即卥卣却 问题的预言机匬 然后计算该预言机返回的格的对偶基匬 则计算结果

便为所求匮

将 Intersect 问题转化为 Decomp 问题. 给定格 Λ ⊆ Rm 的一组基 匨bi匩i 和向

量空间 E ⊆ Rm 的一组基 匨ei匩i匬 此处的目标是通过调用一个解决 卄卥卣卯卭印 问题

的预言机来计算 Λ ∩ E 的一组基匮

首先计算 匨bi匩i 的对偶基 匨b̂i匩i 匬 然后对任意的 i 计算 b̂′i 匽 π匨b̂i, E匩匮 设 S 为
{b̂′i} 生成的有限生成加法子群匮 现以 匨b̂′i匩i 为输入调用 卄卥卣卯卭印 的预言机计算出

S 的格分支 Λ′匮 于是由定理 匲匮匵匬 该格分支的对偶格便是 Λ ∩ E匮
由此匬 卉卮却卥卲即卥卣却 问题和 卄卥卣卯卭印 问题等价匮 并且匬 图 匲匮匳 交换匬 其中 Λ′ 和 E ′

分别表示有限生成加法子群 π匨Λ̂, E匩 的格分支和向量空间分支匬 且 Λ̂′ 匽 Λ ∩ E匮
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Λ Λ̂

Λ ∩ E π匨Λ̂, E匩

Λ′©⊥E ′

Λ′

与 E 求交

对偶格

对偶格

到 E 正交投影

卄卥卣卯卭印

提取格分支

对偶格

图 匲匮匳区 卉卮却卥卲即卥卣却 问题和 卄卥卣卯卭印 问题的等价性

2.3 HJLS-PSLQ算算算法法法的的的一一一个个个新新新理理理解解解

本节将运用第 匲匮匲 节的结果来阐述第 匲匮匱 节中所描述的 午半卌卓匭卐卓卌卑 算法匮

从一个较高的层面来理解匬 午半卌卓匭卐卓卌卑 算法是沿着第 匲匮匲 节末尾所介绍的卜将

卉卮却卥卲即卥卣却 问题转化为 卄卥卣卯卭印 问题匢 的方向来解决整数关系探测问题匮 整数关

系一旦被发现匬 第 匲匮匱 节中所描述的算法立即终止匮 所以 午半卌卓匭卐卓卌卑 仅仅是利

用了一个能部分解决 卄卥卣卯卭印 问题的方法部分解决了 卉卮却卥卲即卥卣却 问题匮

步骤 1 : 从 Zn 到 即印卡卮匨x匩⊥ 的投影. 卜将 卉卮却卥卲即卥卣却 问题转化为 卄卥卣卯卭印 问

题匢 始于计算 Λ̂ 到 E 的正交投影匮 对于整数关系探测而言匬 Λ 匽 Λ̂ 匽 Zn匬
E 匽 即印卡卮匨x匩⊥匮 因此匬 该转化的起始步骤与 午半卌卓匭卐卓卌卑 中步骤 匱 一致匮 在步

骤 匱 中匬 计算矩阵 匨xT |In匩T 的 卑匭因子 Qx 区匽 匨xT |Lx匩T 匨因为 x 已被单位化匩匮 由

QT
x ·Qx 匽 In 可知 Lx 满足以下方程(

x

In

)
匽

(
匱

xT Lx

)
·

(
x

LTx

)
.

因此匬 矩阵 Lx 是下梯形阵匮 事实上匬 因为矩阵 Qx 的第 i 行正交于前 i − 匱 行

张成的子空间匬 且该子空间包含了前 i − 匲 个单位向量匬 所以 Qx 的第 i 行的前

i− 匲 个分量为 匰匮 因此上述方程给出了矩阵
(
xT |In

)T
的 卌卑 分解匮 值得注意的

是匬 卌匭因子和 卑匭因子中都涉及矩阵 Lx 是比较特殊的匮 同时匬 由上述方程可知矩
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阵 πx 匽 In − xTx 匽 LxL
T
x 是从 Rn 到 即印卡卮匨x匩⊥ 的正交投影的变换矩阵匮 因此匬

Lx 的行向量是 πx 的行向量在 即印卡卮匨x匩⊥ 的一组以 LTx 的行构成的标准正交基下

的坐标向量匮 综上匬 匨0|Lx匩 ·Qx 是有限生成加法子群 Sx 匽 π匨Zn, 即印卡卮匨x匩⊥匩 的生
成矩阵匮

步骤 2: Decomp 问题的部分解答. 因为 匨0|Lx匩 · Qx 为有限生成加法子群

Sx 的生成矩阵匬 所以 午半卌卓匭卐卓卌卑 算法的步骤 匲 仅仅是对 Sx 进行操作 匨实际

上匬 午半卌卓匭卐卓卌卑 算法仅仅对矩阵 Lx 进行操作匬 因为计算出幺模矩阵 U 就足

够了匩匮 第 匲匮匴 节将给出一个该步骤的推广以使其能够完整地解决 卄卥卣卯卭印 问

题匮 由定理 匲匮匵匬 计算 Sx 的格分支只要计算出 x 所有的整数关系便足够了匮 然

而匬 当 午半卌卓匭卐卓卌卑 运行结束时匬 通常并没有计算出 x 所有的整数关系匬 因此

也不一定能够计算出 Sx 的格分支 Λ′匮 若 午半卌卓匭卐卓卌卑 因为 ln−1,n−1 匽 匰 而

结束匬 则步骤 匲 计算出了 Sx 的格分支 Λ′ 中一个向量到另一个 匱匭维向量空间

的投影匮 在此意义下匬 步骤 匲 部分地解决了输入为 Sx 的 卄卥卣卯卭印 问题匮 仅当

卤卩卭匨Zn ∩ 即印卡卮匨x匩⊥匩 匽 卤卩卭匨Λ′匩 匽 匱 时匬 步骤 匲 能给出完全解 匨见例 匲匮匳匩匮

步骤 3: 通过对偶求整数关系. 假设 午半卌卓匭卐卓卌卑 退出 卷卨卩卬卥 循环是因为

ln−1,n−1 匽 匰匮 由引理 匲匮匲 知算法已经找到一个 Λ′ 的 匱匭维投影区

b 区匽 匨0|ln−1,n−1匩 · 卤卩卡卧匨匱, Q匩 ·Qx.

将该向量看作由其自身生成格的一组基匬 则其对偶为

b̂ 匽 b/‖b‖2 匽 匨0|l−1
n−1,n−1匩 · 卤卩卡卧匨匱, Q匩 ·Qx.

由于 b̂ 是 Λ′ 的一个非零的基向量匬 所以 b̂ ∈ Λ̂′ 匽 Zn ∩ 即印卡卮匨x匩⊥匮 又因为 Qx 特

殊的性质匬 有

b̂ 匽 匨0|l−1
n−1,n−1匩 ·

(
匱

Q

)
·

(
x

LTx

)

匽 匨0|l−1
n−1,n−1匩 ·

(
x

QLTx

)
.

现结合 ULx 匽 LQ匬 便得到 b̂ 匽 匨0|l−1
n−1,n−1匩 · 匨xT |U−1L匩T 匽 匨0|匱匩U−T 匮 这便解释

了为什么算法所返回的整数关系是变换矩阵的逆矩阵的最后一列匮 这在一定程

度上出乎意料匬 而这正是由于矩阵 Lx 和 Qx 之间的相似性匮

类似于上节的讨论匬 图 匲匮匴 交换匮
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Zn Zn

Λx π匨Zn, 匨xR匩⊥匩

b̂Z bZ©⊥F

bZ

与 匨xR匩⊥求交

对偶格

对偶格

到 匨xR匩⊥ 正交投影

部分 卄卥卣卯卭印

提取一维子格分支对偶格

一维子格

图 匲匮匴区 午半卌卓匭卐卓卌卑算法的新理解

例 2.3. 运用 午半卌卓匭卐卓卌卑 算法寻找 匨匱,
√
匲, 匲匩 的一个整数关系匮 单位化之后匬

x 匽 匨 1√
7
,
√

2√
7
, 2√

7
匩匮 首先匬 计算

Lx 匽


6√
42

匰

−
√

2√
42

√
2√
3

− 2√
42
− 1√

3

 , Qx 匽


1√
7

√
2√
7

2√
7√

6√
42
−
√

2√
42
− 2√

42

匰
√

2√
3
− 1√

3

 .

则矩阵 匨0|Lx匩 ·Qx 为有限生成加法子群 Sx 匽 π匨Zn, 即印卡卮匨x匩⊥匩 的一个生成矩阵匮

经过 匵 次迭代之后匬 午半卌卓匭卐卓卌卑 终止匮 此时匬

L 匽


15−10

√
2√

35
匰

− 5匨−41+29
√

2匩√
35(−3+2

√
2)

匰

41
√

2−58√
35(−3+2

√
2)

1√
5

,

U 匽


−匲 −匳 −匴

匵 匷 匱匰

−匱 −匲 −匳

, Q 匽

 −4+3
√

2√
30(3−2

√
2)
−
√

14√
15

√
14√
15

−24+17
√

2√
30(17−12

√
2)

.
在此例中匬 午半卌卓匭卐卓卌卑 计算出了整个格分支匬 匃卅 分解 Sx 匽 Λ©⊥E 能够从
匨0|L匩 得到匮 又由定理 匲匮匵 知 Λ 匽 Λ̂x匬 因此 卤卩卭匨Λ匩 匽 卤卩卭匨Λ̂x匩 匽 卤卩卭匨Λx匩 匽 匱
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匨因为 x 包含一个无理数匩匮 由上面的矩阵分解得

Λ 匽 Z ·
(
匰, 匰,

匱√
匵

)
· 卤卩卡卧 匨匱, Q匩 ·Qx 匽 Z ·

(
匲

匵
, 匰,−匱

匵

)
且 E 匽 匨匰, 匱, 匰匩 · 卤卩卡卧匨匱, Q匩 · Qx匮 再由定理 匲匮匵匬 得 Z3 ∩ 即印卡卮匨x匩⊥ 匽 Λ̂ 匽 Z ·
匨匲, 匰,−匱匩匮 然而 午半卌卓匭卐卓卌卑 算法通过计算 U−1 得到这组整数关系匮

2.4 通通通过过过 HJLS 算算算法法法解解解 Decomp 问问问题题题

设矩阵 A ∈ Rn×m 为有限生成加法子群 S 的一组生成元匬 S 匽 Λ©⊥E 为 S
的 匃卅 分解匬 且 卤卩卭匨Λ匩 匽 d匮 本节中将讨论运用 午半卌卓算法解决 卄卥卣卯卭印 问题的

卄卥卣卯卭印 午半卌卓 算法匮

2.4.1 Decomp HJLS 算算算法法法

算法 匲匮匲 匨卄卥卣卯卭印 午半卌卓匩 是一个 卄卥卣卯卭印 问题的完整的解决方案匮 该算法

得益于第 匲匮匳节的新理解匬 同时类似于 卛匶匶匬 § 匵卝 中的同步整数关系探测算法匮 这

里匬 仍然保持 卐卓卌卑的描述风格匬 并参考 卛匱匱匲匬 § 匲匮匵卝 中的算法对 卄卥卣卯卭印 午半卌卓

算法进行描述匮 值得注意的是匬 相对于 卛匶匶匬 § 匵卝 中的描述匬 卄卥卣卯卭印 午半卌卓 算法

在交换策略上略有不同区 卄卥卣卯卭印 午半卌卓 算法中的交换位置 κ′ 可能不是 午半卌卓

中所选择的 κ匫 匱匮 然而匬 就像 午半卌卓与 卐卓卌卑 的区别一样 匨见第 匲匮匱 节匩匬 这个改

变不会影响到算法的渐进迭代次数匮

算法 2.2 匨卄卥卣卯卭印 午半卌卓匩. 输入区 有限生成加法子群 S 的一个生成矩阵 A 匽

匨aT1 , · · · ,aTn 匩T ∈ Rn×m (卭卡卸i≤m ‖ai‖2 ≤ X); S 的格分支 Λ 的维数 d; 参数

γ > 匲/
√
匳.

输出区 格 Λ的一个基矩阵.

1. (a) 计算 r 匽 卲卡卮卫匨A匩. 若 d 匽 r, 则输出 a1, · · · ,ar. 否则, 利用初等行变换

使得矩阵 A 的前 r 行线性无关.

(b) 计算矩阵 A的 LQ 分解 A 匽 L0 ·Q0.

(c) 令 L 区匽 L0 并量度约化 L0; 令 Q 区匽 Q0, ` 区匽 匰.

2. 当 lr−d+1,r−d+1 6匽 匰 时执行以下步骤区

(a) 选择使得 γκ · lκ,κ 匽 卭卡卸k≤r−` γ
k · lk,k 成立的 κ.

(b) 若 κ < r − `, 则交换 L 的第 κ 行和第 κ匫 匱 行; 计算 L 的 LQ 分解; 令

L 为新的 L-因子并更新矩阵 Q.



甲甴 若干符号数值混合计算问题的理论和算法研究

(c) 否则交换 L 的第 κ 行和第 κ′ 行, 其中 κ′ ≥ κ 匫 匱 是使得 |lκ′,κ| 匽
卭卡卸κ+1≤k≤n−` |lk,κ| 成立的最大下标. 若 lκ,κ 匽 匰, 则令 ` 区匽 `匫 匱.

(d) 量度约化 L.

3. 输出
(
0d×(r−d)|匨li,j匩i∈[n−d+1,n],j∈[r−d+1,r]

)
·Q.

尽管在算法方面匬 卄卥卣卯卭印 午半卌卓 与 午半卌卓匭卐卓卌卑 的循环步骤颇为相似匬 但

是在卄卥卣卯卭印问题的意义下来分析卄卥卣卯卭印 午半卌卓算法并不是一件容易的事匮为

了方便描述 卄卥卣卯卭印 午半卌卓 算法不同阶段矩阵 L的状态匬 引进如下定义匮

定义 2.5. 设 匰 ≤ ` ≤ r匮 若下梯形矩阵 L ∈ Rn×r 能有如下的分块矩阵形式

L 匽


M

F

G N

 ,

其中 F ∈ R(n−r)×(r−`)匬 G ∈ R`×(r−`)匬 且M ∈ R(r−`)×(r−`) 和 N ∈ R`×` 均为对角

线元素全为正的下三角矩阵匬 则称 L 具有 Trap(`) 型匮

卄卥卣卯卭印 午半卌卓 以有限生成加法子群的生成矩阵和其格分支的维数 匨见第

匲匮匲匮匲 节末尾处的解释匩 为输入匮 不失一般性匬 可以假设初始的 卌匭因子 L(0) 具有

協卲卡印匨匰匩 型 匨步骤 匱卡 便能保证匩匮 卄卥卣卯卭印 午半卌卓 算法的主体是对当前的生成矩阵

L ·Q 应用幺模变换 匨包括量度约化和交换匩 以使得最终能得到一个 卌匭因子具有

協卲卡印匨d匩 型匬 这里 d 为格分支的维数匮 这些幺模变换通过步骤 匲 迭代使得 卌匭因

子从 協卲卡印匨匰匩 型变化为 協卲卡印匨匱匩 型匬 . . .匬 最终具有 協卲卡印匨d匩 型匮 当后者发生时匬 算

法退出 卷卨卩卬卥循环匬 执行步骤 匳区 格分支能够通过取 卌匭因子的最后 d 行并令其前

r − d 个分量为 匰 计算得到匬 其中 r 为输入的有限生成加法子群的秩匮

在本节余下的部分匬 将算法 卄卥卣卯卭印 午半卌卓 在第 t次迭代开始时的矩阵 L

记为 L(t) 匽 匨l
(t)
i,j 匩匬 并用 `匨t匩 和 κ匨t匩 分别表示在第 t次迭代中步骤 匲卡执行后的 `

和 κ 的值匮 令 τ 表示总的迭代次数匬 用 L(τ+1) 和 Q(τ+1) 分别表示步骤 匳中的矩

阵 L 和 Q匮

2.4.2 Decomp HJLS 的的的正正正确确确性性性

注意到若 κ匨t匩 匽 r − `匨t匩 且 l
(t)
κ′(t),r−`(t) 匽 匰匬 则 l

(t+1)
r−`,r−` 匽 匰匮 这是矩阵 L 从

協卲卡印匨`匩 型变化为 協卲卡印匨` 匫 匱匩 型的唯一途径匮 事实上匬 卌卑 分解、量度约化、当

κ < r − ` 时交换 L 连续的两行均不会改变 L 在定义 匲匮匵 意义下的型匮



第二章 整数关系与欧氏空间中的有限生成加法子群 甲电

接下来的两个引理将深入地分析 卄卥卣卯卭印 午半卌卓 算法的执行过程匮 特别地匬

它们将被用来证明算法的终止性匬 并被用来界定算法所需要的迭代次数匮 一方

面匬 当前 卌匭因子中卍匭部分 匨定义 匲匮匵匩 的对角元的最大值不会随着迭代次数的增

加而增加 匨引理 匲匮匶匩匮 另一方面匬 由于格分支的存在性匬 在卍匭部分的维数不变的

情形下匬 其对角元的最大值不会任意地减小匮 因为匬 一旦格分支被计算出来匬 该

部分对角元的最大值至少为格分支的第一个卍卩卮卫卯卷即卫卩 极小值 匨引理 匲匮匷匩匮

引理 2.6. 对任意的 t ∈ 卛匱, τ 卝, 有 卭卡卸i l
(t+1)
i,i ≤ 卭卡卸i l

(t)
i,i 成立, 其中不等号两边的

下标 i 分别从 卛匱, r − `匨t匫 匱匩卝 和 卛匱, r − `匨t匩卝 中取值.

证明. 考虑 L(t) 和 L(t+1)匮 若 κ 匽 r − `匬 则 l
(t+1)
r−`,r−` ≤ 1

2
l
(t)
r−`,r−`匮 这是因为 L(t) 是

量度约化的匬 且 l
(t+1)
j,j 匽 l

(t)
j,j 对 匱 ≤ j < r− ` 成立匮 若 κ < r− `匬 则只需证明如下

不等式成立即可区

卭卡卸{l(t+1)
κ,κ , l

(t+1)
κ+1,κ+1} ≤ 卭卡卸{l(t)κ,κ, l

(t)
κ+1,κ+1}. 匨匲匮匸匩

因为其它的对角元素在这种情形下保持不变匮 由 γ > 匲/
√
匳 知在步骤 匲卡 中的交

换条件意味着
∣∣∣l(t)κ+1,κ+1

∣∣∣ ≤ γ · l(t)κ+1,κ+1 ≤ l
(t)
κ,κ匮 由矩阵 卌卑 分解的性质可知

l(t+1)
κ,κ 匽

√
匨l

(t)
κ+1,κ匩

2 匫 匨l
(t)
κ+1,κ+1匩

2,

l
(t+1)
κ+1,κ+1 匽 l(t)κ,κ · l

(t)
κ+1,κ+1/l

(t+1)
κ,κ .

匨匲匮匹匩

因此匬

s ,
l
(t+1)
κ,κ

l
(t)
κ,κ

≤
√

匱

匴
匫

匱

γ2
< 匱, 匨匲匮匱匰匩

并且

l
(t+1)
κ+1,κ+1

l
(t)
κ,κ

匽
l
(t)
κ+1,κ+1

l
(t+1)
κ,κ

匽
l
(t)
κ+1,κ+1√

匨l
(t)
κ+1,κ匩

2 匫 匨l
(t)
κ+1,κ+1匩

2

≤ 匱.

这便证明了 匨匲匮匸匩匮 证毕匮

引理 2.7. 设 Λ 为输入的有限生成加法子群的格分支, 其维数 d 匽 卤卩卭匨Λ匩 ≥ 匱.

则对任意的 t ∈ 卛匱, τ 卝,

λ1匨Λ匩 ≤ 卭卡卸
i≤r−`(t)

l
(t)
i,i .
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证明. 矩阵 L(τ+1) 具有形状 協卲卡印匨d匩匬 且(
0r−d, l

(τ+1)
n−d+1,r−d+1,0

d−1
)
·Q(τ+1)

属于 Λ 匨因为引理 匲匮匲匩匮 由矩阵 Q(τ+1) 是正交矩阵知上述向量的 匲匭范数为

l
(τ+1)
n−d+1,r−d+1匮 因此匬 λ1匨Λ匩 ≤ l

(τ+1)
n−d+1,r−d+1匮 又因为 τ 为最后一次迭代匬 步骤 匲卣 已

经被执行匬 且最后一次交换一定发生在矩阵 L(τ) 的第 κ匨τ匩 匽 r − d 匫 匱 行和第

n− d匫 匱 行之间匬 所以

λ1匨Λ匩 ≤ l
(τ+1)
n−d+1,r−d+1 匽 l

(τ)
r−d+1,r−d+1

≤ 卭卡卸
i≤r−d+1

l
(τ)
i,i ≤ 卭卡卸

i≤r−`(t)
l
(t)
i,i .

其中的最后一个不等号可由引理 匲匮匶 得到匮 证毕匮

现在着手证明 卄卥卣卯卭印 午半卌卓 算法的正确性匬 即该算法输出的确为输入的

有限生成加法子群的格分支的基矩阵匮 同时匬 也将证明这组基是弱约化的 匨其定

义见第 匲匮匱 节匩匮

定理 2.8. 若 Decomp HJLS 算法终止 匨算法的终止性见定理 2.10 匩, 则它是正确

的区 给定一个秩为 r 的有限生成加法子群 S 的一个生成矩阵和 S 的格分支的维
数 d, Decomp HJLS 算法输出 S 的格分支的一组以参数 γ 和 C 匽 γr−d 弱约化

的基.

证明. 记 S 的格分支为 Λ匮 当算法的 卷卨卩卬卥 循环终止时匬 卌匭因子 L(τ+1) 具

有 協卲卡印匨d匩 型匬 其中 d 匽 卤卩卭匨Λ匩匮 由于算法中仅使用幺模矩阵进行操作匬

有限生成加法子群 Zn · L(τ+1) · Q(τ+1)与输入 Zn · A 一致匮 令 Λ′ 匽 Zd ·(
0d×(r−d)|匨l(τ+1)

i,j 匩i∈[n−d+1,n],j∈[r−d+1,r]

)
· Q(τ+1) 表示算法 卄卥卣卯卭印 午半卌卓 的输出匮

由引理 匲匮匲 知 Λ′ 匽 Λ匮

将 L 右下方的 d × d子矩阵记为 L′ ∈ Rd×d匮 现证明 L′ 是量度约化的且满

足 卓卣卨卿卯卮卨卡卧卥 条件匮 由于步骤 匱卣 和步骤 匲卤 中的量度约化匬 整个矩阵 L(τ+1) 是

量度约化的匮 因此只需证明 l′j,j ≤ γr−d+i · l′i,i 对 匱 ≤ j < i ≤ d 成立匮 为此匬 考

查算法执行过程中的两个时刻 ti < tj区 第 ti 匨tj匩 次迭代使得 L(t) 第一次具有

協卲卡印匨d− i匫 匱匩 匨協卲卡印匨d− j 匫 匱匩匩 型匮 因此匬

l′i,i 匽 l
(τ+1)
n−d+i,r−d+i 匽 l

(ti)
n−d+i,r−d+i,

l′j,j 匽 l
(τ+1)
n−d+j,r−d+j 匽 l

(tj)
n−d+j,r−d+j.
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由于 ti 和 tj 是最小的 匨第一次成型匩匬 也同时考虑步骤 匲卣 在第 ti − 匱 和第 tj − 匱

次迭代的状态匮 于是有 κ匨ti − 匱匩 匽 r − d匫 i 且 κ匨tj − 匱匩 匽 r − d匫 j匮 由步骤 匲卡

中 κ 的选择匬 并结合 `匨ti − 匱匩 匽 d− i 和 `匨t2 − 匱匩 匽 d− j 知

l′i,i 匽 l
(ti)
n−d+i,r−d+i 匽 γ−(r−d+i) · 卭卡卸

k≤r−d+i
γk · l(ti−1)

k,k ,

l′j,j 匽 l
(tj)
n−d+i,r−d+i 匽 γ−(r−d+j) · 卭卡卸

k≤r−d+j
γk · l(tj−1)

k,k .

再由引理 匲匮匶 和假设条件 ti < tj 知

l′j,j ≤ 卭卡卸
k≤r−d+j

l
(tj−1)
k,k ≤ 卭卡卸

k≤r−d+i
l
(ti−1)
k,k

≤ 卭卡卸
k≤r−d+i

γk · l(ti−1)
k,k 匽 γr−d+i · l′i,i.

证毕匮

一般地匬 整数关系探测算法对某些实例可能没有那么多的先验信息可以提

供匮 因此匬 午半卌卓匭卐卓卌卑算法只能排除小的整数关系存在的可能匬 并不能判断这

个实例的整数关系是否存在匮 并且匬 在实数计算模型下匬 一组实数是否存在整数

关系不可判定 卛匱匹卝匮 类似地匬 卄卥卣卯卭印 午半卌卓也仅仅可以用来排除输入的有限生

成加法子群的格分支一些大的不变量的存在性匬 而不能直接得到格分支的维数匮

如果格分支的维数已经提前知晓匬 那么 卄卥卣卯卭印 午半卌卓 算法便可以计算出格分

支的一组基匮 然而如果输入的整数 d 小于格分支 Λ 的维数 d′匬 则 卄卥卣卯卭印 午半卌卓

算法输出一个 d匭维格匬 该格是 Λ 的某子格到一个向量空间的正交投影匬 并且可

以证明

λd′−d匨Λ匩 ≤
√
匲rγ2r · 卭卡卸

k≤r−d
l
(τ+1)
k,k , 匨匲匮匱匱匩

其中 τ 为算法以 d 为输入的迭代次数匮

式 匨匲匮匱匱匩 的证明. 当算法 卄卥卣卯卭印 午半卌卓 以 d < d′ 为输入终止时匬 假设经过 τ

次迭代匬 矩阵 L(τ+1) 具有 協卲卡印匨d匩 型匮 若继续运行 卄卥卣卯卭印 午半卌卓直至 d′匭维的格

分支 Λ 经过 τ ′匨> τ匩 次迭代被完全地计算出来匬 则矩阵 L(τ ′+1) 的右下方的 d× d
子矩阵与 L(τ+1) 相应位置的子矩阵相同匮 如前所述匬 该子矩阵形成的格正是 Λ

的某子格的投影匮

假设 卄卥卣卯卭印 午半卌卓最终输出格分支 Λ 的一组基 b1, · · · , bd′ 匬 且这组基的
卌匭因子记为 L′ 匽 匨l′i,j匩匮 则 L′ 对应于 L(τ ′+1) 的右下方的 d′ × d′ 子矩阵匮 由定理
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匲匮匸匬 这组基是弱约化的匮 于是由式 匨匲匮匳匩 知

λd′−d匨Λ匩 ≤卭卡卸{‖b1‖, · · · , ‖bd′−d‖}

≤ 卭卡卸
k≤d′−d

√
dCγi · l′k,k

≤
√
rC · γr · 卭卡卸

k≤d′−d
l′k,k.

再由 卄卥卣卯卭印 午半卌卓 算法的步骤 匲 知匬 对任意的 k ≤ d′ − d匬 存在 τ < τk ≤ τ ′ 使

得 l′k,k 匽 l
(τk)
r−d′+k,r−d′+k匮 最后由引理 匲匮匶 得

λd′−d匨Λ匩 ≤
√
rCγr · 卭卡卸

k≤r−d
l
(τ)
k,k,

其中 C 匽 γr−d
′
匮 证毕匮

2.4.3 Decomp HJLS算算算法法法的的的终终终止止止性性性

这一小节将改进 卛匶匶卝 中的复杂度分析以分析 卄卥卣卯卭印 午半卌卓 所需的迭代次

数匮 对每一次迭代 t ≥ 匱匬 定义

π
(t)
j 区匽

{
l
(t)
j,j 若 l

(t)
j,j 6匽 匰匬

l
(t)
n−r+j,j 若 l

(t)
j,j 匽 匰

和

包匨t匩 区匽
r−1∏
i=1

i∏
j=1

卭卡卸
(
π

(t)
j , γ

−r−1 · λ1匨Λ匩
)
.

下面的引理用于量化算法中每一次迭代所取得的进展区 函数 包匨t匩 随 t 的增加而

严格递减匮

引理 2.9. 令 β 匽 匱/
√

匱/γ2 匫 匱/匴 > 匱. 则对任意的 t ∈ 卛匱, τ 卝, 包匨t匩 ≥ β ·包匨t匫匱匩.

进一步地, 包匨匱匩 ≤ X
r(r−1)

2 且 包匨τ 匫 匱匩 ≥ 匨γr+1匩
− r(r−1)

2 · λ1匨Λ匩
r(r−1)

2 , 其中 X 匽

卭卡卸i≤n ‖ai‖.

证明. 该引理的第一部分的证明可通过调整 卛匶匶匬 協卨卥卯卲卥卭 匳匮匲卝 和 卛匵匰匬 卌卥卭卭卡 匹卝

的证明过程获得匮
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当交换位置 κ 匽 κ匨t匩 不是最后一个非零的对角元时匬

包匨t匩

包匨t匫 匱匩
匽

 卭卡卸
(
l
(t)
κ,κ, γ−r−1λ1匨Λ匩

)
卭卡卸

(
l
(t+1)
κ,κ , γ−r−1λ1匨Λ匩

)
r−κ

·

卭卡卸
(
l
(t)
κ+1,κ+1, γ

−r−1λ1匨Λ匩
)

卭卡卸
(
l
(t+1)
κ+1,κ+1, γ

−r−1λ1匨Λ匩
)
r−κ−1

.

令

x 匽
γ−r−1 · λ1匨Λ匩

l
(t)
κ,κ · s

, y 匽
γ−r−1 · λ1匨Λ匩

l
(t)
κ+1,κ+1

.

由式 匨匲匮匱匰匩 知 匰 < s < 匱匮 则

包匨t匩

包匨t匫 匱匩
匽

卭卡卸{1
s
, x}

卭卡卸{匱, x}
·
(
卭卡卸{1

s
, x}

卭卡卸{匱, x}
· 卭卡卸{匱, y}
卭卡卸{1

s
, y}

)r−κ−1

.

由式 匨匲匮匱匰匩 亦知 x ≤ y匮 又由引理 匲匮匷 知

λ1匨Λ匩 ≤ 卭卡卸
i≤r−`(t)

l
(t)
i,i ≤ 卭卡卸

i≤r−`(t)
γi · l(t)i,i ≤ γr · l(t)κ,κ,

于是 x ≤ 匱/匨sγ匩匮 因此 β ≤ γ ≤ 匱/匨xs匩匬 其中 β 匽 匱/
√

匱/γ2 匫 匱/匴匮 令 f匨x匩 匽
max{1/s,x}
max{1,x} 匮 则 匰 < s < 匱匬 匰 < x < 匱/s 且 x ≤ y匬 所以 f匨x匩 ≥ f匨y匩 > 匰匮 于是匬

包匨t匩

包匨t匫 匱匩
匽 f匨x匩 ·

(
f匨x匩

f匨y匩

)r−κ−1

≥ f匨x匩 匽
卭卡卸{匱/s, x}
卭卡卸{匱, x}

匽

{
1
s
≥ β 若 x ≤ 匱,

1
xs
≥ γ ≥ β 若 x > 匱.

当交换位置 κ 为最后一个非零对角元所在行时匬 唯一的改变是

l(t+1)
κ,κ 匽

∣∣∣l(t)κ′,κ∣∣∣ ≤ 匱

匲
l(t)κ,κ,

所以

包匨t匩

包匨t匫 匱匩
≥ 卭卡卸{匱/s, x}

卭卡卸{匱/匨匲s匩, x}
匽

{
匲 ≥ β 若 匲xs ≤ 匱,
1
xs
≥ β 若 匲xs > 匱.
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综上匬 包匨t匩 ≥ β · 包匨t匫 匱匩匮

而 包匨匱匩 的上界可由

γ−r−1 · λ1匨Λ匩 ≤ λ1匨Λ匩 ≤ 卭卡卸
i≤r

l
(1)
i,i ≤ 卭卡卸

i
‖ai‖ 匽 X

得到匬 其中第二个不等号利用了引理 匲匮匷 对 t 匽 匱 的情形匮 而 包匨τ 匫 匱匩 的下界是

因为 卭卡卸匨π
(τ+1)
j , γ−r−1 · λ1匨Λ匩匩 ≥ γ−r−1 · λ1匨Λ匩匮 证毕匮

由引理 匲匮匹 易得如下结论匮

定理 2.10. Decomp HJLS 算法所需的迭代次数不超过 O
(
r3 匫 r2 卬卯卧 X

λ1(Λ)

)
.

2.5 通通通过过过格格格约约约化化化解解解 Decomp 问问问题题题

本节将给出一个采用格约化算法匬 如 卌卌卌 算法 卛匱匰匲卝匬 来求解 卄卥卣卯卭印 问题

的方法匬 并给出相应的分析匮

2.5.1 LLL 算算算法法法

著名的 卌卌卌 算法以一个格的任意一组基为输入匬 返回该格的 卌卌卌匭约化基匮

文献 卛匶匶匬 § 匲卝 中的 卌卯卶匓卡即卺 算法和 卐卯卨即却 的卍卌卌卌 算法 卛匱匲匵卝匬 能够从一个格的任

意一组生成元 匨不一定线性无关匩 计算出格的一组约化基匮 为了方便匬 给出下面

的 卌卌卌 算法的抽象描述匮

算法 2.3 匨卌卌卌匩. 输入区 格 Λ 的一组基 匨b1, · · · , bn匩.
输出区 格 Λ 的一组 LLL-约化基.

1. k 区匽 匲.

2. 当 k ≤ n 时, 执行以下步骤区

(a) 量度约化 bk 匨即确保 |lk,i| ≤ li,i/匲 对 i < k 成立匩.

(b) 若 Lovász 条件对 k 成立, 则 k 区匽 k 匫 匱.

(c) 匨卌卌卌匭交换匩 否则, 交换 bk−1 和 bk; 令 k 区匽 卭卡卸{k − 匱, 匲}.
3. 输出 匨b1, · · · , bd匩.

本节中将应用如下的 卌卌卌匭算法的一个结果匮其证明可在 卌卌卌的原始论文中

找到 卛匱匰匲匬 式 匨匱匮匲匶匩的证明卝匬 亦见 卛匶匹匬 卌卥卭卭卡 匱卝匮
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引理 2.11. 一次发生在 bk−1 和 bk 之间的 LLL-交换既不增加卭卡卸匨lk−1,k−1, lk,k匩,

也不减小 卭卩卮匨lk−1,k−1, lk,k匩, 同时对任意的 j /∈ {k − 匱, k}, lj,j 不变.

在本节中匬将采用文献 卛匱匲匲卝中的处理方式匬只考虑算法的交换复杂度 匨即卷卡印

卣卯卭印卬卥卸卩却卹匩匬 即算法中所需的 卌卌卌匭交换次数匮 比如匬 上述 卌卌卌 算法的交换复杂

度为 O匨n2 卬卯卧X匩匬 其中 X 匽 卭卡卸i ‖bi‖匮

想要计算一个欧几里得空间中的有限生成加法子群的 匃卅 分解匬 直接调用

卌卌卌 算法是行不通的匬 因为这可能使 卌卌卌 算法陷入死循环而不能计算出格分

支匮 考虑以如下矩阵

A 匽


匱 匰
√
匲 匰

x 匲

 ,

为生成矩阵的有限生成加法子群匬 其中 x ∈ R 为任意实数匮 算法 卌卌卌 将始终交

换第一行和第二行 匨并量度约化匩 而并不能找到该有限生成加法子群的格分支

Z · 匨匰, 匲匩匮 其原因是 卌卌卌 算法中的交换策略仅仅是局部的匬 而不是全局的 匨亦见

卛匶匶匬 § 匱匭匲卝匩匮

2.5.2 Decomp LLL算算算法法法

在算法 卄卥卣卯卭印 卌卌卌 中匬 欲计算有限生成加法子群的 匃卅 分解匬 首先引入参

数 c > 匰匬 通过输入的生成矩阵 A ∈ Rn×m 构造 Ac 区匽 匨c−1In|A匩 ∈ Rn×(m+n)匮 则

Ac 将成为某一个欧几里得格的基矩阵匮 然后调用 卌卌卌 算法来约化这组基匮 这将

生成幺模矩阵 U 使得 U · Ac 是 卌卌卌匭约化的匮 此时 U · Ac 形如 匨c−1U |U · A匩匬 因
此其右半部分 U · A 为输入的有限生成加法子群的新的生成矩阵匮 该算法的基

本思想是选取足够大的参数 c 使得在矩阵 Ac 中匬 那些对应于格分支的向量与对

应于向量空间分支的向量之间有一条明显的界限匮 最理想的情况是匬 经过 卌卌卌

约化后匬 矩阵 U · A 的前面的行非常小匮 同时匬 对应于格分支中的那些向量将不

可能任意的小匬 所以对于充分大的参数 c匬 它们便使得 Ac 的一些向量非常大匬 从

而与向量空间分支中对应的向量分离匮 综上匬 卄卥卣卯卭印 卌卌卌 算法的关键之处就在

于参数 c 的选取匮

算法 2.4 匨卄卥卣卯卭印 卌卌卌匩. 输入区 有限生成加法子群 S 的一个生成矩阵 A 匽

匨aT1 , · · · ,aTn 匩T ∈ Rn×m; S 的格分支 Λ 的维数 d; 参数 c > 匰.

输出区 Λ 的一个基矩阵.
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1. 构造 Ac 区匽 匨c−1 · In|A匩.
2. 对 Ac 的行调用 LLL算法, 记其输出为 A′c.

3. 设 πm匨A
′
c匩 表示 A′c 的最后 m 列所形成的矩阵. 计算其 LQ 分解区 πm匨A

′
c匩 匽

L · Q; 令 L′ 区匽
(
0d×(r−d)|匨li,j匩i∈[n−d+1,n],j∈[r−d+1,r]

)
, 其中 r 匽 卲卡卮卫匨A匩; 输出

L′ ·Q.

定理 2.12. 设 c > 匰, 并令 Λc 表示以矩阵 Ac 为基矩阵的格. 若

匲
n−1
2 · λn−d匨Λc匩 < λ1匨Λ匩, 匨匲匮匱匲匩

则算法 2.4 正确地输出格分支 Λ 的一组基. 进一步地, 对任意的生成矩阵 A, 总

存在 c0 > 匰 使得 匲
n−1
2 · λn−d匨Λc匩 < λ1匨Λ匩 对所有的 c > c0 成立. 最后, 算法 2.4

至多要求 O匨n2 卬卯卧匨cX匩匩 次 LLL-交换, 其中 X 匽 卭卡卸i ‖ai‖.

证明. 因为 卤卩卭匨Λ匩 匽 d匬 所以存在幺模矩阵 U 使得 UA 的 卌匭因子具有 協卲卡印匨d匩

型匨见定义 匲匮匵匩 且 UA 的前 n − d 个向量的 匲匭范数 ≤ 匲−nλ1匨Λ匩匮 比如匬 可以采

用算法 卄卥卣卯卭印 午半卌卓 中的迭代步骤来生成这样一个幺模矩阵使得 卌匭因子的

卍匭部分充分小匮 于是 c > 匲n · maxi≤n−d ‖ui‖
λ1(Λ)

便蕴含着 λn−d匨Λc匩 < 匲
1−n
2 · λ1匨Λ匩匬 这

里 ui 表示矩阵 U 的第 i 行匮

令 A′c 匽 匨a′T1 , · · · ,a′Tn 匩T 匮 因为 a′1, · · · ,a′n 是 卌卌卌匭约化的匬 所以

∀i ≤ n− d 区 ‖a′i‖ ≤ 匲(n−1)/2 · λi匨Λc匩 ≤ 匲(n−1)/2 · λn−d匨Λc匩.

因此匬 定理中选择参数 c 的条件意味着 ‖a′i‖ < λ1匨Λ匩 对 匱 ≤ i ≤ n− d 成立匮 将

a′i 中最后m 个分量形成的 Rm 中的向量记为 πm匨a
′
i匩匮 则对任意的 i ≤ n− d匬 有

πm匨a
′
i匩 ∈ S 且 ‖πm匨a′i匩‖ < λ1匨Λ匩匮 因此 πm匨a

′
i匩 ∈ E匬 其中 E 是 S 的向量空间分

支匮 又因为 卤卩卭匨Λ匩 匽 d匬 结合引理 匲匮匲 知 E 匽 即印卡卮i≤n−d匨πm匨a
′
i匩匩匬 且算法输出确

为 Λ 的一组基匮

在经典的 卌卌卌 复杂度分析中匬 卌卌卌 算法所需要的 卌卌卌匭交换次数不超过

O匨n2 卬卯卧K匩匬 其中 K 为输入向量的最大的 匲匭范数匮 对于算法 匲匮匴匬 可以看作是

卌卌卌算法约化矩阵 c · Ac匬 则输入向量最大的 匲匭范数不超过 cX匮 证毕匮

在实际应用中匬 参数 c可能要求任意大匮 考虑如下矩阵

A 匽


匰 匱

匱/c0 匱

匳 匰


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生成的有限生成加法子群匬 其中 c0 为一个大无理数匮 其格分支为 Z · 匨匰, 匱匩匮 若在
算法 匲匮匴 中选取 匲 ≤ c ≤ c0匬 则在执行 卌卌卌 约化后匬 矩阵 匨c−1U |UA匩 的子矩阵
UA 的前两行将是 匨匱/c0, 匰匩 和 匨匰, 匱匩匮 此时匬 卄卥卣卯卭印 卌卌卌 并不能够找到格分支匬

这便意味着需要选取 c > c0匮 然而匬 当 c0 趋于无穷时匬 参数 c 将选取得任意大匬

即使在限定输入向量的 匲匭范数的情况下也不例外匮

2.5.3 整整整数数数情情情形形形

如上所述匬 在一般情形下匬 很难给出一个参数 c的下界匮 然而匬 对于 Zm 中的
有限生成加法子群匬 能够给出一个 卄卥卣卯卭印 卌卌卌算法中选取参数 c的充分条件匬

并且该条件给出的下界几乎是最优的匮 更为有趣的是匬 在这种情形下匬 能够进一

步证明匬 卄卥卣卯卭印 卌卌卌算法所需要的 卌卌卌匭交换次数不依赖于参数 c 的选取匮

参数 c. 对秩为 r 的生成矩阵 A ∈ Zn×m匬 记其生成的有限生成加法子群为 S匬 S
的 匃卅 分解记为 S 匽 Λ©⊥E匮 则 S 匽 Λ且 d 匽 卤卩卭匨Λ匩 匽 r匮 矩阵 A 的核与 Zn 的
交集

卫卥卲Z匨A匩 匽 {x ∈ Zn 区 xA 匽 0}

是一个格匬 称为 A 的核格 匨卫卥卲卮卥卬 卬卡却却卩卣卥匩匮 若 卤卩卭匨Λ匩 匽 d匬 则 卤卩卭匨卫卥卲Z匨A匩匩 匽

n− d匮 根据 卛匱匲匰匬 卐卲卯印卯即卩却卩卯卮 匲匮匹卝 知

卤卥却匨卫卥卲Z匨A匩匩 ≤ 卤卥却匨ΛAT 匩,

其中 ΛAT 为 A的列生成的格匮

对任意的向量 v ∈ 卫卥卲Z匨A匩匬 匨n匫m匩匭维向量 匨1
c
v,0匩 为 Λc 中的元素匬 这便意

味着

λn−d匨Λc匩 ≤ c−1λn−d匨Λker匨A匩匩.

由此匬

c > 匲
n−1
2 · λn−d匨Λker匨A匩匩/λ1匨Λ匩 匨匲匮匱匳匩

便蕴含了式 匨匲匮匱匲匩匮 所以匬 对于整数情形参数 c 的选取匬 可以用式 匨匲匮匱匳匩 中的条

件代替式 匨匲匮匱匲匩 中的条件匮

实际上匬 式 匨匲匮匱匳匩 中关于参数 c 的条件几乎是最优的匮 例如匬 考虑生成矩阵

A 匽 匨匱, 匱匩T 匮 则 卫卥卲Z匨A匩 匽 匨匱,−匱匩 ·Z且Λ 匽 匱 ·Z匮 由式 匨匲匮匱匳匩知 c > 匲
2−1
2

√
匲 匽 匲匮

若取 c 匽 匲匬 卄卥卣卯卭印 卌卌卌 算法能够正确地计算出结果匬 这也进一步地说明式
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匨匲匮匱匳匩 中的条件仅仅是充分的匮 然而匬 算法在当 c 匽 匱 时不能准确地计算出结果

则说明匬 式 匨匲匮匱匳匩 中的条件已经没有多大改进的余地了匮

LLL-交换次数. 现在开始分析算法 匲匮匴 所需要的 卌卌卌匭交换次数与参数 c之间

的关系匮 为此匬 考查矩阵 B 匽 c · Ac 匽 匨In|c · A匩 的行所生成的格 Λ′c匮 该格本

质上与 Λc 一致匬 因为 Λ′c 匽 c · Λc匮 设 bi 是矩阵 B 的第 i 行匬 L 匽 匨li,j匩 为矩阵

B 的 卌卑 分解的 卌匭因子匮 经过 t 次 卌卌卌匭交换后匬 令 L(t) 匽 匨l
(t)
i,j 匩 为 B(t) 的 卌匭因

子匮 因为 B(t) 为行满秩的匬 所以 L(t) 的所有对角元是正数匮 重新排列 l
(t)
i,i 使得

l
(t)
i1,i1
≤ l

(t)
i2,i2
≤ · · · ≤ l

(t)
in,in
满足 in−d < in−d+1匮 现引进如下两个下标集合匬 它们将

在下面的分析中起重要作用区

S(t) 匽 {ij 区 j 匽 匱, · · · , n− d} ,

G(t) 匽 {ij 区 j 匽 n− d匫 匱, · · · , n} .

可以验证 S(k) 和 G(k) 的定义良好匮

为了统计 卌卌卌匭交换的次数匬 首先来考查矩阵 B 在算法开始时和终止

时的状态匬 分别记作 B(0) 和 B(e)匮 不失一般性匬 假设矩阵 A 的前 d 行线

性无关匮 又知单位矩阵为 B(0) 的子矩阵匬 所以 l
(0)
1,1, · · · , l

(0)
d,d 匽 O匨c匩 且 匱 <

l
(0)
d+1,d+1, · · · , l

(0)
n,n 匽 O匨匱匩匮 因此匬 卭卡卸{l(0)

d+1,d+1, · · · , l
(0)
n,n} � 卭卩卮{l(0)

1,1, · · · , l
(0)
d,d}匬 所

以 S(0) 匽 {d匫 匱, · · · , n}匬 G(0) 匽 {匱, · · · , d}匮

当步骤 匲 终止时匬 矩阵 B(e) 的前 n − d 行具有 匨vj, 匰匩 的形式匬 其中 vj ∈
卫卥卲Z匨A匩 ⊆ Zn匮 事实上匬 这些向量 vj 形成了 卫卥卲Z匨A匩 的一组基匮 同时匬 B(e) 右下

方的 d× d 子矩阵形成了格 c · Λ 的一组基匮 因此匬 对充分大的参数 c 匨如满足式

匨匲匮匱匳匩 中的条件匩 S(e) 匽 {匱, · · · , n− d} 且 G(e) 匽 {n− d匫 匱, · · · , n}匮

假设第 t次 卌卌卌匭交换发生在 b
(t)
i 和 b

(t)
i+1 之间匮 第 t匫 匱次 卌卌卌匭交换可能有

如下三种情形匮

情形 匱匮 当下一次交换发生在 S(t) 内部时匬 即 {i, i 匫 匱} ⊆ S(t)匬 由引理 匲匮匱匱 有

S(t+1) 匽 S(t) 且 G(t+1) 匽 G(t)匮

情形 匲匮 当下一次交换发生在 G(t) 内部时匬 同上匮

情形 匳匮 当下一次交换发生在 S(t) 与 G(t) 之间时匬 即 i ∈ G(t) 且 i 匫 匱 ∈ S(t)匬

要么与前两种情形雷同区 S(t+1) 匽 S(t)匬 G(t+1) 匽 G(t)匬 要么 S(t+1) 匽 S(t) ∪
{i} \ {i匫 匱}匬 G(t+1) 匽 G(t) ∪ {i匫 匱} \ {i}匮
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由此匬 发生在 卄卥卣卯卭印 卌卌卌算法中的 卌卌卌匭交换便被划分成了互不相交的三

种类型匮 因此匬 总的 卌卌卌匭交换次数等于这三种类型的交换次数的总和匮 下面匬 对

每一种类型分别进行统计匮

引理 2.13. 发生在S(k)内部的LLL-交换次数不超过O匨匨n−d匩 卬卯卧匨卤卥却匨卫卥卲Z匨A匩匩匩匩.

证明. 令

P1匨t匩 匽
∑
ij∈S(t)

g匨ij匩 卬卯卧 l
(t)
ij ,ij

匽
n−d∑
j=1

j 卬卯卧 l
(t)
ij ,ij

,

其中 g 区 S(t) → {匱, · · · , n− d}为映射 g匨ij匩 匽 j匮 则发生在交换下标为{i, i匫匱} ∈
S(t) 的 卌卌卌匭交换使得 P1 至少增加 卬卯卧 2√

3
匮 事实上匬 g匨i匫 匱匩− g匨i匩 匽 匱 且

P1匨t匫 匱匩− P1匨t匩 匽g匨i匩 卬卯卧
l
(t+1)
i,i

l
(t)
i,i

匫 g匨i匫 匱匩 卬卯卧
l
(t+1)
i+1,i+1

l
(t)
i+1,i+1

匽 卬卯卧
l
(t+1)
i+1,i+1

l
(t)
i+1,i+1

> 卬卯卧
匲√
匳
,

其中应用了 l
(t)
i,i · l

(t)
i+1,i+1/匨l

(t+1)
i,i · l(t+1)

i+1,i+1匩 匽 匱 和

l
(t)
i,i

l
(t+1)
i,i

>
匲√
匳
. 匨匲匮匱匴匩

在开始时匬

P
(b)
1 匽 P1匨匰匩 匽

n−d∑
j=1

j 卬卯卧 l
(0)
ij ,ij
≥ 匰,

因为 l
(0)
ij ,ij

> 匱 对 ij ∈ S(0) 成立匮 在终止时匬 B(e) 的前 n − d 行具有 匨vj, 匰匩 的形

式匬 其中 vj ∈ 卫卥卲Z匨A匩 ⊆ Zn医 这些向量 vj 便形成了 卫卥卲Z匨A匩 的一组基医 B(e) 右下

方的 d× d 矩阵形成了格 c · Λ 的一个基矩阵匮 于是匬

P
(e)
1 匽

n−d∑
j=1

j 卬卯卧 l
(e)
ij ,ij
≤ 匨n− d匩 卬卯卧匨卤卥却匨卫卥卲Z匨A匩匩匩.

因此匬 发生在 S(k) 内部的 卌卌卌匭交换至多为

P
(e)
1 − P

(b)
1 ≤匨n− d匩 卬卯卧匨卤卥却匨卫卥卲Z匨A匩匩匩/ 卬卯卧匨匲/

√
匳 匩

匽O匨匨n− d匩 卬卯卧匨卤卥却匨卫卥卲Z匨A匩匩匩匩.

证毕匮
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引理 2.14. 发生在 G(t) 内部的交换次数不超过 O匨d3 匫 d2 卬卯卧 X
λ1(Λ)

匩.

证明. 考虑

P2匨t匩 匽
d∑
j=1

匨d− j 匫 匱匩 卬卯卧 l
(t)
in−d+j ,in−d+j

.

类似地匬 能够证明发生在交换下标为 {i, j} ∈ G(t) 的 卌卌卌匭交换使得 P2 至少减小

卬卯卧 2√
3
匮

在开始时匬

P
(b)
2 匽 P2匨匰匩 匽

d∑
j=1

匨d− j 匫 匱匩 卬卯卧 l
(0)
in−d+j ,in−d+j

≤
d∑
j=1

匨d− j 匫 匱匩 卬卯卧匨cX匩 匽
d2 匫 d

匲
卬卯卧匨cX匩,

因为 l
(0)
ij ,ij
≤ ‖b(0)

ij
‖ ≤ cX 卦卯卲 ij ∈ G(0)匮 在终止时匬 B(e) 的右下方的 d×d子矩阵为

格 c ·Λ的基矩阵匮 因此匬 卬卯卧 l
(e)
in−d+1,in−d+1

≥ 卬卯卧匨c ·λ1匨Λ匩匩匮 进一步地匬 由于 B(e) 是

卌卌卌匭约化的匬所以 卬卯卧 l
(e)
in−d+j ,in−d+j

≥ 卬卯卧匨匲
1−j
2 l

(e)
in−d+1,in−d+1

匩 ≥ 1−j
2
匫卬卯卧匨c·λ1匨Λ匩匩 ≥

1−d
2

匫 卬卯卧匨c · λ1匨Λ匩匩匬 j 匽 匱, · · · , d匮 因此匬

P
(e)
2 匽

d∑
j=1

匨d− j 匫 匱匩 卬卯卧 l
(e)
ij ,ij

≥
d∑
j=1

匨d− j 匫 匱匩匨匨匱− d匩/匲 匫 卬卯卧匨c · λ1匨Λ匩匩匩

匽
d2 匫 d

匲
卬卯卧匨c · λ1匨Λ匩匩−O匨d3匩.

所以匬 发生在 G(k) 内部的交换次数至多为 匨P
(b)
2 − P

(e)
2 匩/ 卬卯卧 2√

3
匽 O匨d3 匫

d2 卬卯卧 X
λ1(Λ)

匩匮 证毕匮

引理 2.15. 发生在S(t)和G(t)之间的LLL-交换次数不超过O匨卬卯卧匨卤卥却匨卫卥卲Z匨A匩匩匩匫
匨n2 − d2匩匩.

证明. 考虑

P3匨k匩 匽
∑
i∈S(k)

匨卬卯卧 l
(t)
i,i 匫 匨n− i匩匩.
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一次发生在 b
(t)
i 和 b

(t)
i+1 之间的 卌卌卌匭交换至少使得 P3 增加 卬卯卧 2√

3
匬 其中 i 匫 匱 ∈

S(t)匬 i ∈ G(t)匮 如前所述匬 此时有两种情况匮 当 S(t) 和 G(t) 保持不变时匬 由式

匨匲匮匱匴匩匬有 P3 至少增加 卬卯卧 2√
3
匮 当 S(t+1) 匽 S(t)∪{i}\{i匫匱}匬 G(t+1) 匽 G(t)∪{i匫

匱}\{i}时匬由引理 匲匮匱匱知 |l(t)i+1,i+1| ≤ |l
(t+1)
i,i |匬所以 P3匨t匫匱匩−P3匨t匩 ≥ 匱 > 卬卯卧 2√

3
匮

在开始时匬 有 P
(b)
3 匽 P3匨匰匩 ≥ 匰 成立匮 在终止时匬

P
(e)
3 匽

∑
i∈S(e)

匨卬卯卧 l
(t)
i,i 匫 匨n− i匩匩

≤ 卬卯卧匨卤卥却匨卫卥卲Z匨A匩匩匩 匫
∑
i∈S(e)

匨n− i匩

匽 卬卯卧匨卤卥却匨卫卥卲Z匨A匩匩匩 匫
n−d∑
i=1

匨n− i匩

匽 O匨卬卯卧匨卤卥却匨卫卥卲Z匨A匩匩匩 匫 匨n2 − d2匩匩.

证毕匮

将引理 匲匮匱匳匬 引理 匲匮匱匴 和引理 匲匮匱匵 中的三类 卌卌卌匭交换次数进行加总匬 得到

如下定理区

定理 2.16. 对秩为 r 的矩阵 A ∈ Zn×m, Decomp LLL 算法需要的 LLL-交换次

数不超过 O匨r3 匫 n2 匫 r2 卬卯卧 X
λ1(Λ)

匫 匨n− r匩 卬卯卧匨卤卥却匨卫卥卲Z匨A匩匩匩匩.

可见匬 该交换复杂度与参数 c的选取无关匮 如前所述匬 参数 c 对某些实例可

以取得很大匮 因此匬 该结果较之已有文献中的经典的 卌卌卌 算法的分析结果 匨如定

理 匲匮匱匲匩 有着明显的优势匮

2.6 本本本章章章小小小结结结

给定一组非零实数匬 午半卌卓算法和 卐卓卌卑算法是计算这组实数非平凡的整数

关系的标准算法匮 本章给出了理解这两个著名算法的一个新视角区 将其看作是欧

几里得格和向量空间的求交问题的特殊情形匮 进一步地匬 从这两个算法中匬 提取

出计算欧几里得空间中有限生成加法子群 匨包括格到向量空间的投影、格的有

限和等匩结构的算法 匨卄卥卣卯卭印 午半卌卓匩匮通过改进 午半卌卓和 卐卓卌卑的分析方法得到

了该算法的正确性和收敛性匮 另外匬 针对 Rn 中有限生成加法子群的结构匬 也考

查了将输入嵌入到更高维的向量空间然后调用 卌卌卌格约化算法的方法匮 对该方

法整数情形的分析提供了一个有趣的、非经典的结果匮





第第第三三三章章章 同同同步步步整整整数数数关关关系系系探探探测测测

对一组实数向量 x1, · · · ,xt ∈ Rn 匨匲 ≤ t < n匩匬 若一个非零的整数向量m 满

足 xim
T 匽 匰 对所有的 i 匽 匱, · · · , t 成立匬 则称m 为 x1, · · · ,xt的同步整数关系

匨即卩卭卵卬却卡卮卥卯卵即 卩卮却卥卧卥卲 卲卥卬卡却卩卯卮匩匮

这一章中匬 将通过推广 卐卓卌卑算法中所采用的完全的量度约化策略 匨午卥卲匭

卭卩却卥约化匩 得到 卓卉卒卄 算法匮 将复向量 x ∈ Cn 分为实部 卒卥匨x匩 和虚部 卉卭匨x匩 两

个实向量匬 利用本章中的 卓卉卒卄 算法可以得到一个非零的整数向量m ∈ Zn 使
得 xmT 匽 匰匮 比如匬 对曾在第 匱匮匲 节中提及的复数向量 x 匽 匨匱匫 I, 匱匫 匲I, 匲匫 I匩匬

卓卉卒卄 算法将输出一个整数向量m 匽 匨−匳, 匱, 匱匩 使得 xmT 匽 匰 成立匮

同时匬 本章也将讨论 卓卉卒卄 算法在计算机代数系统 卍卡印卬卥 卛匱匰匸卝 中的实现匮

本文作者在 卍卡印卬卥 中实现了 午半卌卓 同步整数关系探测算法 卛匶匶匬 § 匵卝 和 卓卉卒卄

算法匬 实例和实验数据说明 卓卉卒卄 算法具有更高的效率匮 同时匬 为了进一步地

提高效率匬 通过借鉴文 卛匲匳卝中的 卜卭卵卬却卩匭卬卥卶卥卬匢技术匬 应用 卍卡印卬卥中的硬件精度

匨卨匍卯卡却匩 和软件精度 匨即匍卯卡却匩 两种数据结构实现了 卓卉卒卄 算法匮 高效的算法实现

为进一步的应用打下了坚实的基础匮

3.1 同同同步步步整整整数数数关关关系系系探探探测测测算算算法法法

在本章中匬 总是假设 x1, · · · ,xt ∈ Rn 线性无关匬 其中 xi 匽 匨xi,1, · · · , xi,n匩匬
t < n匮 1 显然每一个 xi 都是非零向量匮 记矩阵 匨xT1 , · · · ,xTt 匩 ∈ Rn×t 为 X匬 并假

设 X 满足 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1,n−t+1 x2,n−t+1 · · · xt,n−t+1

x1,n−t+2 x2,n−t+2 · · · xt,n−t+2

匮匮匮
匮匮匮

匮匮匮

x1,n x2,n · · · xt,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6匽 匰. 匨匳匮匱匩

若上式不成立匬 则总是能够通过交换 X 的行得到 X ′ 匽 DX 使得 X ′ 满足式

1假设 t < n 是因为: 任意的一个 x1, · · · ,xt ∈ Rn 的同步整数关系m 都是 span(x1, · · · , xt) 的正交
补空间的元素. 由 x1, · · · , xt 线性无关知 t ≤ n. 若 t = n, 则 dim(x1, · · · , xt) = n, 此时 x1, · · · , xt 便
不存在同步整数关系了.
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匨匳匮匱匩匬 其中 D ∈ GL匨n,Z匩 为变换矩阵匮 然后计算 X ′ 的列向量的同步整数关系匮

若m 为 X ′ 的列向量的同步整数关系匬 则 DTm 为 x1, · · · ,xt 的同步整数关系匮

定义 3.1. 设 x1, · · · ,xt ∈ Rn 匨匲 ≤ t < n匩 满足式 匨匳匮匱匩匮 将矩阵 H ∈ Rn×(n−t) 称

作 x1, · · · ,xt 的超平面矩阵 匨卨卹印卥卲印卬卡卮卥 卭卡却卲卩卸匩匬 如果 H 的各列构成向量空间

X⊥ 匽 {y ∈ Rn 区 xiy
T 匽 匰, i 匽 匱, · · · , t} 的一组基匮

设 b1, · · · , bn 是 Rn 的标准基匬 即 bi 的第 i 个分量为 匱匬 其他分量为 匰匮

对 x1, · · · ,xt, b1, · · · , bn 实施标准的匨单位化的匩 升卲卡卭匭卓卣卨卭卩卤却 正交化过程后

得到的新向量记为 x∗1, · · · ,x∗t , b∗1, · · · , b∗n匮 因为 x1, · · · ,xt 满足式 匨匳匮匱匩匬 所以

b∗n−t+1 匽 · · · 匽 b∗n 匽 0匮 记矩阵 匨b∗T1 , · · · , b∗Tn 匩 为 HX 匬 HX 的 卆卲卯卢卥卮卩卵即 范数定

义为 ‖HX‖F 匽
√

協卲匨HT
xHX匩匬 其中 協卲 表示矩阵的迹匮

引理 3.1. 上述的 HX ∈ Rn×(n−t)具有如下性质区

1. HT
XHX 匽 In−t.

2. ‖HX‖F 匽
√
n− t.

3.
(
x∗T1 , · · · ,x∗Tt , HX

)
是一正交阵.

4. XTHX 匽 0, 即 HX 为 x1, · · · ,xt 的超平面矩阵.

5. HX 为一个下梯形阵, 且对角元素非零.

证明. 因为 HX 的列两两正交匬 所以第 匱项成立匬 从而第 匲 项也成立匮 记 X∗ 匽

匨x∗T1 , · · · ,x∗Tt 匩匮 由标准的 升卲卡卭匭卓卣卨卭卩卤却 正交化过程知 匨X∗|HX匩 是正交阵匬 从

而 X∗THX 匽 0匮 并且存在可逆矩阵 A ∈ Rt×t 使得 X 匽 X∗A匮 所以 XTHX 匽

ATX∗THX 匽 0匬 即第 匴 项成立匮 为证第 匵 项成立匬 记 b∗i 的第 k 个元素为 b∗i,k匮 则

对 i 匽 匱, · · · , n− t匬 HX 的对角元为 b∗i,i匮 在对 b∗i 进行单位化以前匬

b∗i,i 匽 匱−
t∑

k=1

x∗2k,i −
i−1∑
j=1

b∗2j,i,

同时匬

匰 6匽 ‖b∗i ‖2 匽 〈b∗i , b∗i 〉 匽 匱−
t∑

k=1

x∗2k,i −
i−1∑
j=1

b∗2j,i.

所以匬 HX 的所有对角元非零匮 又对任意的 i > k匬 由标准的 升卲卡卭匭卓卣卨卭卩卤却 正交

化过程知 b∗i,k 匽 〈b∗i , b∗k〉 匽 匰匮 证毕匮
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基于上述分析匬 可以将文献 卛匵匰匬 協卨卥卯卲卥卭 匱卝 推广到同步整数关系探测的情

形匮

定理 3.2. 若对任意的 x1, · · · ,xt 的同步整数关系m和任意的矩阵A ∈ 升卌n匨Z匩
存在一个正交矩阵 Q ∈ R(n−t)×(n−t) 使得 H 匽 匨hi,j匩 匽 AHXQ 是一个下梯形矩

阵且每个对角元 hj,j 6匽 匰, 则

匱

卭卡卸1≤j≤n−t |hj,j|
匽 卭卩卮

1≤j≤n−t

匱

|hj,j|
≤ ‖m‖. 匨匳匮匲匩

将 卛匵匰匬 協卨卥卯卲卥卭 匱卝 的证明作相应调整便能得到定理 匳匮匲 的证明匬 在此不再

赘述匮 定理 匳匮匲 的意义在于给出了一个探测同步整数关系的基本思想区 若能够

以左乘幺模矩阵匬 右乘正交矩阵的形式对超平面矩阵对角元的模进行约化匬 则不

等式 匨匳匮匲匩 给出了 x1, · · · ,xt 的任意一个同步整数关系 匲匭范数的不断增加的下

界匮 另一方面匬 如果存在同步整数关系匬 那么这个下界便不会无限制地增加匮 无

论是 卐卓卌卑算法还是 午半卌卓 算法都依赖于这一来自于文献 卛匵匱卝 中的基本思想匮

同时匬 定理 匳匮匲 对任意的 A ∈ 升卌n匨Z匩 都成立匬 保证了约化方法的多样性匮 卐卓卌卑

算法采用的是如下的 午卥卲卭卩却卥 约化匬 其主要目的是让矩阵 H 是量度约化的 匨定

义 匲匮匱匩匮

定义 3.2. 设 H 匽 匨hi,j匩 ∈ Rn×(n−1) 为对角元非零的下梯形矩阵匮 令 D 区匽 In匮 对

i 从 匲 到 n匬 j 从 i − 匱 到 匱 匨步长为 −匱匩匬 令 q 区匽 bhi,j/hj,je医 对 k 从 匱 到 n匬 令

di,k 区匽 di,k− qdj,k匮 更新H 匽 D ·H匮 称H 是原矩阵H 的 Hermite约化 匨午卥卲卭卩却卥

卲卥卤卵卣却卩卯卮匩匬 称 D 为 Hermite 约化矩阵 匨午卥卲卭卩却卥 卲卥卤卵卣卩卮卧 卭卡却卲卩卸匩匮

若 a ∈ R匬 则上述定义中的记号 bae 表示离 a 最近的整数匮 若 a ∈ C匬 则 bae
表示离 a 最近的 升卡卵即即整数匮

易知匬 若一下梯形阵是 午卥卲卭卩却卥 约化的匬 则其也是量度约化的匮 若矩阵 H 的

元素是复数匬 则 q 区匽 bhi,j/hj,je 便可能不再是整数匬 而是 升卡卵即即 整数匮 由此将

升卡卵即即 整数引入了约化矩阵 D 中匮 因此匬 对于复数向量匬 卐卓卌卑算法不再适合探

测整数关系匬 而只能得到一组 升卡卵即即 整数关系匮 为了顺利地将 卐卓卌卑 中算法的

优点保留下来以探测同步整数关系匬 可将 午卥卲卭卩却卥 约化进行如下推广匮

定义 3.3. 设 H 匽 匨hi,j匩 ∈ Rn×(n−t) 满足 hj,j 6匽 匰匬 且对 j > i 有 hi,j 匽 匰匮 初始化

D 匽 匨di,j匩 为 n 阶单位阵 In匮 对 i 从 匲 到 n匬 j 从 卭卩卮{i− 匱, n− t} 到 匱 匨步长为
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−匱匩匬令 q 区匽 bhi,j/hj,je医 对 k 从 匱到 n匬令 di,k 区匽 di,k− qdj,k匮 更新H 匽 D ·H匮 若

存在两个整数 s1, s2 ∈ {n− t匫匱, · · · , n} 满足 s1 < s2匬 hs1,n−t 匽 匰 且 hs1,n−t 6匽 匰匬

则交换 D 和 H 的第 s1 行和第 s2 行匮 称 H 是原矩阵 H 的 广义 Hermite 约

化 匨卧卥卮卥卲卡卬卩卺卥卤 午卥卲卭卩却卥 卲卥卤卵卣却卩卯卮匩匬 称D 为广义 Hermite 约化矩阵 匨卧卥卮卥卲卡卬卩卺卥卤

午卥卲卭卩却卥 卲卥卤卵卣卩卮卧 卭卡却卲卩卸匩匮

广义的 午卥卲卭卩却卥 约化保留了 午卥卲卭卩却卥 约化的两个性质区 约化矩阵 D ∈
升卌n匨Z匩 为幺模矩阵医 约化后得到的矩阵均为量度约化的匮 它们的主要区别在于区

广义 午卥卲卭卩却卥 约化能够约化H ∈ Rn×(n−t) 的最后 t− 匱 行匬 而 午卥卲卭卩却卥 约化未对

此进行处理匮 同时匬 卜若存在 s1, s2 ∈ {n− t 匫 匱, · · · , n} 满足 s1 < s2匬 hs1,n−t 匽 匰

且 hs1,n−t 6匽 匰匬 则交换 D 和 H 的第 s1 行和第 s2 行匢 也是原来的 午卥卲卭卩却卥 约化

中没有的匮 这意味着下面的引理成立匮

引理 3.3. 在经过广义的 Hermite 约化后, 若 hn−t+1,n−t 匽 匰, 则 hn−t+2,n−t 匽

· · · 匽 hn,n−t 匽 匰.

至此匬 基于定理 匳匮匲 给出的基本思想和 午半卌卓匭卐卓卌卑 算法匬 利用广义的

午卥卲卭卩却卥 约化便可以得到一个同步整数关系探测算法 卓卉卒卄匮

算法 3.1 匨卓卉卒卄匩. 输入区 x1, · · · ,xt ∈ Rn满足式 匨匳匮匱匩; M > 匰; γ > 匲/
√
匳.

输出区 要么输出 x1, · · · ,xt的一个整数关系, 要么断言 x1, · · · ,xt 不存在 匲-范数

小于M 的同步整数关系.

1. 计算超平面矩阵 HX . 初始化 H 区匽 HX , A 区匽 In, B 区匽 In.

2. 计算 H 广义的 Hermite 约化矩阵 D. 令 XT 区匽 XTD−1, H 区匽 DH, A 区匽

DA, B 区匽 BD−1.

3. 循环执行以下步骤区

(a) 选择 r 使得 γr |hr,r| ≥ γi |hi,i| 匨匱 ≤ i ≤ n − t匩. 交换 H 的第 r 行和第

r 匫 匱 行, 交换 XT 和 B 的第 r 列和第 r 匫 匱 列.

(b) 若上一步选择的 r < n − t, 则 H 便不再是下梯形的, 此时对 H 做 LQ

分解, 更新 H 为 L-因子.

(c) 计算H 广义的Hermite约化矩阵D. 令XT 区匽 XTD−1, H 区匽 DH, A 区匽

DA, B 区匽 BD−1.

(d) 计算 G 区匽 匱/卭卡卸1≤j≤n−t |hj,j|. 若 G > M , 则断言 x1, · · · ,xt 不存在
匲-范数小于M 的同步整数关系, 算法终止.
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(e) 若 XT 的第 j 列全为 匰, 则输出 B 的第 j 列; 若 hn−t,n−t 匽 匰, 则输出 B

的第 n− t 列.

定理 3.4. 若 x1, · · · ,xt ∈ Rn 存在同步整数关系, 记所有的同步整数关系形成

的格为 ΛX . 则 SIRD 算法一定能够找到 x1, · · · ,xt ∈ Rn 的一个同步整数关系

m, 且

‖m‖ ≤ γn−tλ1匨ΛX匩. 匨匳匮匳匩

证明. 如前所述匬 卓卉卒卄 算法是通过改进 午半卌卓匭卐卓卌卑 算法中的交换步骤、推广

午卥卲卭卩却卥 约化而得到的匬 其正确性 匨定理 匳匮匴匩 的证明可以通过改进 卛匵匰匬 協卨卥卯卲卥卭

匲 匦 匳卝的证明而得到匮 不同的地方在于广义 午卥卲卭卩却卥 约化的性质 匨引理 匳匮匳匩 在

证明过程中起了至关重要的作用匮 现简要描述如下匮

设 H匨k匩 为 卓卉卒卄 算法中经过 k 次迭代之后的矩阵 H匮 如果存在 匱 ≤ j ≤
n− t 使得 hj,j匨k匩 匽 匰 且 k 是满足上述条件的最小正整数匬 那么 j 匽 n− t匮 这是
因为广义的 午卥卲卭卩却卥 约化不会将对角元化为 匰匮 此时矩阵 B 的第 n − t 列必为
x1, · · · ,xt 的同步整数关系匮 因为在 卓卉卒卄 算法中匬 有

0 匽 XTHX 匽 XTBAHX 匽 XTBAHXQ 匽 XTBH匨k − 匱匩,

其中 Q 为某一适当的 n − t 阶正交矩阵匮 记 XTB 匽 匨zT1 , · · · , zTt 匩匬 其中 zi 匽

匨zi,1, · · · , zi,n匩匮 则
匰 · · · 匰
匮匮匮

匮 匮 匮
匮匮匮

匰 · · · 匰


t×(n−t)

匽 XTBH匨k − 匱匩 匽


z1

匮匮匮

zt

H匨k − 匱匩

匽


· · · ,

∑n
k=n−t z1,khk,n−t匨k − 匱匩

· · · , · · ·
· · · ,

∑n
k=n−t zt,khk,n−t匨k − 匱匩



匽


· · · , z1,n−thn−t,n−t匨k − 匱匩

· · · , · · ·
· · · , zt,n−thn−t,n−t匨k − 匱匩

 .

由 hn−t,n−t匨k匩 匽 匰 知 hn−t+1,n−t匨k − 匱匩 匽 匰 且 hn−t,n−t匨k − 匱匩 6匽 匰匮 所以由引理

匳匮匳 知上式中的最后一个等号成立匬 从而 z1,n−t 匽 · · · 匽 zt,n−t 匽 匰匬 即矩阵 B 的

第 n− t 列是 x1, · · · ,xt 的同步整数关系匮
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下证式 匨匳匮匳匩成立匮 设m是经过 k 次迭代输出的同步整数关系匮 可以证明

‖m‖ 匽 匱/hn−t,n−t匨k − 匱匩医 按照 r 的选取又知区 当 r 匽 n − t 时匬 卭卡卸 |hj,j匨k −
匱匩| ≤ γn−t|hn−t,n−t匨k − 匱匩|匮 从而由定理 匳匮匲 得 λ1匨ΛX匩 ≥ 匱/卭卡卸 |hj,j匨k匩| ≥
γt−n/|hn−t,n−t匨k − 匱匩| 匽 γt−n‖m‖匮 证毕匮

采用与 午半卌卓匭卐卓卌卑 类似的分析方法 匨类似于本文第 匲匮匴匮匳 节中的分析匩匬 可

以证明如下定理匮

定理 3.5. 设 x1, · · · ,xt ∈ Rn 满足式 匨匳匮匱匩, 且这组向量具有同步整数关系. 则

SIRD 算法将在不超过((
n

匲

)
−

(
t

匲

))
卬卯卧匨γn−tλ1匨ΛX匩匩

1
2
卬卯卧
(

4γ2

γ2+4

)
次迭代步骤内输出 x1, · · · ,xt 的一个同步整数关系.

至此匬 卓卉卒卄 算法对给定的一组实数向量匬 要么找到这组向量的同步整数关

系匬 要么证明 匲匭范数小于 匱/卭卡卸1≤j≤n−t |hj,j| 的同步整数关系不存在匮

另外匬 本章上面的结论也可以直接对复数向量应用匮 此时只需参数 γ >
√
匲

即可匮 但这种直接的调用方式的输出也将是 升卡卵即即 同步整数关系匮

3.2 算算算法法法的的的实实实现现现

本文给出的同步整数关系探测算法 卓卉卒卄 并不是第一个可用于探测一组向

量同步整数关系的算法匮 在 卛匶匶匬 § 匵卝 中就已经给出了一个同步整数关系探测算
法匮 其基本思想与 卓卉卒卄 是一致的匬 都是基于 卛匵匱卝 中的多维 卅卵卣卬卩卤 算法匮 该算

法也可以分为求超平面矩阵、初始约化超平面矩阵、迭代这三个步骤匮 该算法

与 卓卉卒卄 的区别在于所采用的量度约化方式不同区 午半卌卓 同步整数关系探测算

法采用了如 卌卌卌匭算法中所采用的部分量度约化方式匬 而 卓卉卒卄 采用了广义的

午卥卲卭卩却卥 约化匮 正如第 匲匮匱 节末尾所描述的匬 在实数计算模型下匬 这并不会影响

算法的迭代次数匮 然而在实际的计算中匬 差别明显匮 比如匬 对 x1 匽 匨匱匱, 匲匷, 匳匱匩 和

x2 匽 匨匱, 匲, 匳匩匬 午半卓卌 同步整数关系探测算法将在执行 匵 次迭代之后输出一个 x1

和 x2 的同步整数关系m 匽 匨匱匹,−匲,−匵匩匮 而 卓卉卒卄 算法仅需要 匳 次迭代便会输

出相同的同步整数关系m匮
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由于这两个算法在计算机实现时都需要调用高精度的软件包 十卒卐卒卅千

卛匲匰卝匬 升华单 高精度算法库 卛匶匱卝 等匮 通用的商用计算机代数系统 卍卡印卬卥 卛匱匰匸卝 和

卍卡却卨卥卭卡却卩卣卡 卛匱匱匰卝都支持高精度的运算匮本文作者在卍卡印卬卥平台上实现了午半卌卓

同步整数关系探测算法和 卓卉卒卄 算法匮 为了对两个算法进行进一步地比较匬 在实

现时匬 所有的数据结构均进行相同设置匬 并且对相同功能的模块均采用相同的技

术匬 比如对算法中涉及的 升卲卡卭匭卓卣卨卭卩卤却 正交化过程均采用数值稳定的方法 匨如

午卯卵即卥卨卯卬卤卥卲 变换 卛匷匱卝匩匮 下表的所有的实验数据都是在 十卍卄 十却卨卬卯卮 匷匷匵匰 处理

器 匨匲.匷匰 升午卺匩 匲升卂 内存的个人计算机中获得的匮

表 匳匮匱区 午半卌卓同步整数关系探测算法与 卓卉卒卄 算法的比较

华卯匮 n itrHJLS itrSIRD tHJLS tSIRD

匱 匴 匱匵 匸 匰匮匰匶匳 匰匮

匲 匴 匱匳 匶 匰匮匰匶匲 匰匮

匳 匴 匲匱 匱匱 匰匮匰匹匴 匰匮匰匱匵

匴 匵 匲匵 匱匲 匰匮匱匰匹 匰匮匰匱匶

匵 匵 匲匷 匷 匰匮匱匴匱 匰匮

匶 匵 匲匱 匱匰 匰匮匰匹匴 匰匮

匷 匳匰 匵匱 匷 匰匮匹匲匲 匰匮匱匲匵

匸 匵匴 匳匴 匹 匲匮匲匰匳 匰匮匴匵匳

匹 匷匹 匳匴 匵 匴匮匸匶匰 匰匮匶匲匵

匱匰 匹匷 匳匷 匵 匷匮匴匳匸 匱匮匰匴匷

匱匱 匱匲匸 匴匵 匵 匱匳匮匷匶匵 匱匮匶匸匷

匱匲 匱匴匹 匲匹 匲 匱匹匮匰匱匶 匱匮匶匱匰

匱匳 匱匷匳 匲匶 匳 匲匶匮匸匱匲 匲匮匴匲匱

匱匴 匱匹匲 匲匹 匵 匳匴匮匲匱匸 匳匮匵匶匳

匱匵 匲匷匸 匲匸 匵 匸匵匮匷匹匷 匸匮匸匶匰

匱匶 匲匹匰 匳匵 匴 匹匵匮匶匵匶 匸匮匳匲匸

匱匷 匲匹匳 匲匳 匴 匹匸匮匰匶匲 匸匮匷匵匰

匱匸 匳匰匵 匲匲 匳 匱匰匹匮匱匸匷 匸匮匰匶匳

匱匹 匳匱匶 匱匹 匳 匱匲匰匮匱匸匷 匸匮匷匶匶

匲匰 匳匲匵 匱匸 匲 匱匲匹匮匰匳匱 匶匮匹匵匳
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表 匳匮匱 给出了 午半卌卓 同步整数关系探测算法和 卓卉卒卄 算法对 卍卡印卬卥 中的

rand 命令产生的两个长度为 n 的有理向量探测其同步整数关系的实验数据匬 其

中 itrHJLS 和 itrSIRD 分别表示而这实际的迭代次数匬 tHJLS 和 tSIRD 表示二者

的运行时间 匨单位区 秒匩匮 前 匶 个例子是维数较小时的比较匬 后面的例子维数逐渐

升高匮 从表中可以发现区 随着维数的不断增加匬 午半卌卓 同步整数关系探测算法和

卓卉卒卄 的性能差别也越来越显著匮 这不仅体现在迭代次数 午半卌卓 比 卓卉卒卄 多匬 更

直接的体现在运算时间上匮 以表 匳匮匱 中的数据来看匬 卓卉卒卄 算法探测两个实数向

量的同步整数关系所需要的时间平均约为 午半卌卓 同步整数关系探测算法所需时

间的 匱/匱匰匮

另外匬 卓卉卒卄 算法中的参数 γ 也会对算法的效率产生影响匮 比如对 x1 匽

匨匸匶, 匶, 匸, 匶匷匳匩 和 x2 匽 匨匸匳, 匵, 匸匷, 匹匱匩匬 如果在运行时令 γ 匽 匲匬 则 卓卉卒卄 算法在完

成 匱匰 次迭代后输出整数向量 匨−匳匲,−匷匴匷, 匶匳, 匱匰匩匬 但是如果增大参数 γ 的值匬 令

γ 匽 匹匳匬 则 卓卉卒卄 算法将在 匷 次迭代后输出 匨−匳匵,−匲匶匲匴, 匱匵匷, 匲匶匩匬 可以验证这两
个输出的整数向量都是 x1 和 x2 的同步整数关系匮 如果继续增加参数 γ 的值匬

会发现迭代次数总是 匷 次匬 不再减少匮 对更多的实验数据观察匬 可以发现参数 γ

的值越大匬 得到正确整数关系所需要的精度就越高匬 这会影响计算的效率匬 但同

时匬 对更大的 γ 算法所需的迭代次数更少匮 基于这样的观察匬 本文所呈现的实验

数据都是在 γ 匽 匱匰匰匰 时得到的匮 因此匬 如何选取参数 γ 的值使算法所需精度和

迭代次数之间达到平衡匬 仍然需要进一步的研究匮

3.2.1 SIRD 算算算法法法的的的双双双层层层实实实现现现

尽管 卓卉卒卄 算法比已有的 午半卌卓 同步整数关系探测算法的效率更高匬 但是

在现实应用中匬 针对规模稍大的问题匬 仍然不能够快速的得到结果匮 尤其是在高

精度的数据结构下匬 每一次算术操作都很耗时匬 导致整体运行时间的增加匮 在实

现 卐卓卌卑 算法时匬 可以采用卜却卷卯匭卬卥卶卥卬匢 技术 卛匲匳匬 §匵卝 以提高计算效率匮 该技术对

卓卉卒卄 算法也适用匮 本节将描述如何在卍卡印卬卥 中实现 卓卉卒卄 算法的 卜双层匢 技术匮

其基本原理是将能够在硬件精度下实施的计算就在硬件精度下实现匬 避免不了

的高精度运算步骤才采用高精度的数据结构匮

Maple 中的 “hfloat” 数据类型. 计算机代数系统卍卡印卬卥 中提供了适用于硬件

浮点算术的数据结构 卜卨匍卯卡却匢匮 通常匬 卜卨匍卯卡却匢 数据结构下的代码执行要比采用

软件浮点数据结构编写的代码快得多匮 但缺点在于匬 不同的计算机上采用的硬
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件算术可能不一样匮

Maple 中的 “sfloat” 数据类型. 卍卡印卬卥 能够表示精确的数量匬 如 π, e, 匳/匴 等匬

也能够表示这些精确数量的近似值匮 其中 卜即匍卯卡却匢 数据结构就是软件精度的数

据结构匬 支持任意高精度的运算匬 并且可以通过 Digits 匨十进制位数匩 来设定

计算的精度匮 以此为基础的软件浮点数系是工业界的浮点运算标准 匨如 卉卅卅卅

匷匵匴匭匲匰匰匸 卛匱匱匸卝匩 的自然扩展匮 欲了解 卍卡印卬卥 中浮点运算的更多细节匬 可以参考

卛匱匱匶匬 千卨卡印匮 匴卝匮

SIRD的 “双层” 实现. 首先匬采用 卜即匍卯卡却匢数据结构执行 卓卉卒卄算法中的步骤 匱

和步骤 匲匮 然后采用 卜卨匍卯卡却匢数据结构重新初始化这些结果区令 化A 区匽 In, 化B 区匽 In匬

令 化X 和 化H 分别为 X 的硬件精度近似匮 对一些极大的实例匬 可能需要采用单位

化处理以避免数据的上溢出或下溢出匮 然后对 化H 进行 卌卑 分解匬 更新 化H 为 卌匭因

子匮

接下来匬 运用 卜卨匍卯卡却匢 数据结构实施 卓卉卒卄 算法的迭代步骤匮 尽管 化A 和 化B

是浮点类型的数据结构匬 但是其中的元素总是整数匮 由于 化A 和 化B 的元素会随着

迭代次数的增加而不断增加匬 有可能超过 卜卨匍卯卡却匢 所能表示的最大数匬 所以需要

自行设定一个上界 匨卐卓卌卑 算法中设为 匱匰13匩医 同时 化X 中的元素也可能变得非常

接近于 匰匬 所以也可以设定一个下界 匨比如 匱匰−14匩匮 如果在 卜卨匍卯卡却匢 数据结构下

的运算超出了上述的两个界中的任意一个匬 则需要将 卜即匍卯卡却匢 中的数据做如下

更新区

XT 区匽 XT · 化B,

B 区匽 B · 化B,

A 区匽 化A · A,

H 区匽 化A ·H.

在执行更新之后匬 卓卉卒卄 算法中的步骤 匳卤 和 匳卥 被执行匬 以检查是否找到一个同

步整数关系匮 否则匬 便找到一个同步整数关系的 匲匭范数的下界匬 并且再次重新初

始化匬 重复第执行以上步骤匮

这种 卜双层匢的实施只是将那些在 卜卨匍卯卡却匢 数据结构下处理不了的运算采用

卜即匍卯卡却匢 数据结构进行运算匮 实验显示匬 这种技术大幅度地提高了算法的效率匮

直接实施的 卓卉卒卄 算法和 卜双层匢 实施的 卓卉卒卄 算法的实验比较将结合 卓卉卒卄 算

法在近似重构代数数极小多项式的应用匬 在下一章中给出 匨表 匴匮匲匩匮
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3.3 本本本章章章小小小结结结

本章通过给出广义午卥卲卭卩却卥约化用来约化超平面矩阵匬基于午半卌卓匭卐卓卌卑算

法的基本框架得到了一个可以探测 t 个实数向量的同步整数关系的算法 卓卉卒卄匬

克服了 卐卓卌卑 算法只能对复数向量输出 升卡卵即即 整数关系的不足匮 并分别采用高

精度的浮点运算和部分高精度浮点运算这两种策略给出了该算法在计算机代数

系统卍卡印卬卥 中的两个实现匬 与已有的 午半卌卓 同步整数关系探测算法相比匬 本章的

算法在运行效率上更具优势匮



第第第四四四章章章 代代代数数数数数数极极极小小小多多多项项项式式式的的的近近近似似似重重重构构构

求解单变元多项式方程是数学领域中一个古老匬 基本而内容丰富的问题匮 著

名的代数学基本定理告诉我们任意一个 n次复系数单变元多项式有一个复根匬

而 升卡卬卯卩即理论则指出次数大于等于 匵的代数方程没有根式解匮 因此在实际应用

中匬 求解单变元多项式方程主要利用数值方法 匨如 华卥卷却卯卮迭代法匩求得近似解匮

本章主要研究这一问题的逆问题匬 即给定一个近似值匬 找出一个准确的一元多项

式匬 使得给定的近似值恰好对应到该多项式的某个准确根匮

称 α为一个代数数 匨卡卬卧卥卢卲卡卩卣 卮卵卭卢卥卲匩匬 如果存在 P 匨x匩 ∈ Z卛x卝使得 P 匨α匩 匽

匰匮 称 P 匨x匩为代数数 α的极小多项式 匨卭卩卮卩卭卡卬 印卯卬卹卮卯卭卩卡卬匩匬 如果 P 匨x匩是 Z卛x卝
中满足 P 匨α匩 匽 匰的次数最低的本原多项式匮 代数数 α的次数 匨卤卥卧卲卥卥匩 定义作其

极小多项式的次数匮 代数数 α的高 匨卨卥卩卧卨却匩匬 记作 卨卥卩卧卨却匨α匩匬 定义为其极小多项

式 P 匨x匩的高度 卨卥卩卧卨却匨P 匩匬 即 P 匨x匩系数绝对值的最大值匮 现将本文所讨论的问

题作如下精确描述区

问题 4.1. 设一未知代数数 α的次数不超过 n匬 高度不超过 H匮 能否从某一精度

的近似值 化α推断出 α准确的极小多项式匿

该问题最早是由著名的理论计算机科学家匬 匱匹匹匵年協卵卲卩卮卧奖获得者卍卡卮卵卥卬

卂卬卵卭于上世纪 匸匰年代在研究伪随机序列时提出的 匨见 卛匹匵卝匩匮

当 n 匽 匱时匬 即有理数的近似重构匬 可以通过 卅卵卣卬卩卤算法 卛匱匴匷卝或者连分数

算法 卛匱匵匰卝予以解决匮

当 n > 匱时匬 卋卡卮卮卡卮匬 卌卥卮即却卲卡和 卌卯卶匓卡即卺于 匱匹匸匴年利用著名的 卌卌卌算法给

出了第一个肯定回答 卛匹匵卝匮 随着 卌卌卌算法在计算机科学中的广泛应用匬 其改进

和推广也不断涌现匬 如 卛匸匰匬 匱匱匷匬 匱匲匱匬 匱匴匱卝等匮 相应的匬 基于 卌卌卌的极小多项式重

构算法也得到改进匬 较新的进展可以参考文献 卛匶匹卝匮

事实上匬 对于实代数数匬 通过整数关系探测也可以解决该问题 卛匱匲匷卝匮 为

了得到 n次代数数 α的极小多项式匬 卛匱匲匷卝中通过整数关系探测算法 卐卓卌卑寻

找 匨匱, α, · · · , αn匩 的一个整数关系匮 然而如第 匱匮匲 节所述匬 对于复代数数的情

形匬 卐卓卌卑算法便无能为力了匮 因为对一个复数向量匬 卐卓卌卑仅仅能找到一个

升卡卵即即整数关系匮 上一章所给出的同步整数关系探测算法 卓卉卒卄 能有效地弥补
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这一缺陷匬 找到一个非零整数向量使其同时成为 t 匨匱 ≤ t ≤ n − 匱匩个已知实数

向量的整数关系匮 对一个 n次复代数数 α匬 记 x1 匽 匨匱,卒卥匨α匩, · · · ,卒卥匨αn匩匩T 和
x2 匽 匨匰, 卉卭匨α匩, · · · , 卉卭匨αn匩匩T 匮 对 x1和 x2应用同步整数关系探测算法 卓卉卒卄可

以得到一个整数向量 p ∈ Zn+1使得 〈p,x1〉 匽 〈p,x2〉 匽 匰匬 从而得到 α的极小多

项式匮

本章将采用上述策略匬 得到一个解决问题 匴匮匱的完备方法匮 此方法不同于已

有基于 卌卌卌格约化的算法 卛匶匹匬 匹匵卝匮 然而匬 要从 α的近似值推断出其准确的极小

多项式匬 必须对该近似值的误差进行控制匬 才能使得到的结果准确可信匮

设 α为一个高度不超过 H 的 n次复代数数匬 其近似值 化α满足

卭卡卸
1≤i≤n

|αi − 化αi| ≤ ε. 匨匴匮匱匩

为了从近似值 化α 推断出 α 的精确的极小多项式匬 可以利用 卓卉卒卄 算法寻找

x1 匽 匨匱,卒卥匨化α匩, · · · ,卒卥匨化αn匩匩和 x2 匽 匨匰, 卉卭匨化α匩, · · · , 卉卭匨化αn匩匩的一个同步整数关

系 p 匽 匨p0, p1, · · · , pn匩 ∈ Zn+1 使得 〈p,x1〉 匽 〈p,x2〉 匽 匰匮 令 p匨x匩 匽
∑n

i=0 pix
i匮

则 p匨化α匩 匽 匰匮 尽管由于计算机不能精确地实现实数操作匬 得到的整数关系不一定

满足 p匨化α匩 匽 匰匬 但总可以保证 |p匨化α匩|很小匮 本章中匬 将通过误差分析证明如下定

理匬 从而得到上述近似值的误差控制条件匮

定理 4.1. 记号同上. 设多项式 p匨x匩 匽
∑n

i=0 pix
i ∈ Z卛x卝的高度 height匨p匩 ≤ H.

若

ε <
匱

匲
匨n匫 匱匩−

3
2
nH−2n, 匨匴匮匲匩

则

p匨α匩 匽 匰 ⇔ |p匨化α匩| < 匱

匲
匨n匫 匱匩−

3
2
n+1H−2n+1. 匨匴匮匳匩

定理 匴匮匱指出在满足一定的误差控制条件下匨见式 匨匴匮匵匩匩匬 可以通过近似值

获得代数数准确的极小多项式匮 这在某种意义上也意味着在此误差控制下匬 从

代数数的近似值可以得出其准确值匬 从而将张景中和冯勇在 卛匱匵匰卝中提出的卜采

用近似计算获得准确值匢这一思想的适用范围从有理数扩展到所有的代数数匮 而

且本文的误差控制向下兼容匬 即该误差控制不仅适合于虚代数数匬 也适用于实代

数数匮 特别地匬 当 α为有理数时匬 n 匽 匱匬 相应的误差控制为 |α− 化α| < 匱/匨
√
匲H2匩匬

优于 卛匱匵匰卝中的误差控制 |α− 化α| < 匱/匨匲H2匩匮

根据式 匨匴匮匵匩的误差控制匬 基于同步整数关系探测算法 匨卓卉卒卄匩匬 本章将给出

一个代数数极小多项式近似重构的新算法匬 该算法是完备的匬 确定的医 并通过调
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用上一章中所描述的 卓卉卒卄 算法的两种在计算机代数系统卍卡印卬卥中的实现来实

现了该算法医 通过理论分析、实例研究和与已有算法的比较匬 可以发现本章的结

果具有以下几个方面的特点区

匱匮 相对于 卛匱匲匷卝中方法而言匬 本文的算法是完备的匬 完整地解决了问题 匴匮匱匮

匲匮 误差控制条件优于已有相应的误差控制匮

匳匮 在满足该误差控制的条件下匬 本文的算法能确保输出是该代数数准确值的

极小多项式匮

匴匮 针对较大规模的问题匬 使用本文的算法有较好的效果匮

4.1 基基基于于于 LLL的的的重重重构构构算算算法法法

本节简要介绍基于 卌卌卌 算法的代数数极小多项式的近似重构算法匬 详见

卛匹匵卝匮

假设 α ∈ C 为一个次数不超过 n0匬 高度不超过 H 的代数数匬 且 |α| ≤ 匱匮 令

化αi ∈ 匲−s · Z卛I卝 是 αi 的近似值匬 且满足 |αi − 化αi| ≤ 匲−s匬 其中 s 满足

匲s ≥ 匲n
2
0/2 · 匨n0 匫 匱匩(3n0+4)/2 ·H2n0 .

对正整数 n 匨匱 ≤ n ≤ n0匩匬 考虑由矩阵
匱 匰 · · · 匰 匲s · 卒卥匨化α0匩 匲s · 卉卭匨化α0匩

匰 匱 · · · 匰 匲s · 卒卥匨化α1匩 匲s · 卉卭匨化α1匩
匮匮匮

匮匮匮
匮 匮 匮

匮匮匮
匮匮匮

匮匮匮

匰 匰 · · · 匱 匲s · 卒卥匨化αn匩 匲s · 卉卭匨化αn匩


生成的格 Λα匮 记上述矩阵的第 i 行为 bi匮 对上述矩阵的行调用 卌卌卌匭算法匬 返回

的第一个向量记为 化v 匽
∑n

i=0 vibi匮 则下面两条叙述等价 卛匹匵匬 協卨卥卯卲卥卭 匱匮匱匵卝区

匱匮 α 满足 v匨x匩 匽
∑n

i=0 vix
i匬 即 v匨α匩 匽 匰匮

匲匮 α 的次数不超过 n匮

并且匬 若 α 的次数为 n匬 则 α 的极小多项式为 pα匨x匩 匽 ±v匨x匩匮 同时匬 若调

用经典的 卌卌卌 算法匬 则其复杂度为对长度为 O匨n2匨n 匫 卬卯卧H匩匩 的整数进行

O匨n5匨n匫 卬卯卧H匩匩 算术操作匮
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4.2 基基基于于于同同同步步步整整整数数数关关关系系系探探探测测测的的的重重重构构构算算算法法法

卓卉卒卄算法构造的超平面矩阵为一个实矩阵匬 算法中的矩阵 B 和 D的元素

均不会有虚数出现匬 从而克服了 卐卓卌卑对复数向量仅能输出 升卡卵即即整数关系的

不足匮 至此匬 复数向量 v 匽 匨v1, · · · , vn匩的整数关系便可以由 卓卉卒卄算法探测 v

的实部向量 匨卒卥匨v1匩, · · · ,卒卥匨vn匩匩和虚部向量 匨卉卭匨v1匩, · · · , 卉卭匨vn匩匩的同步整数

关系得到匮

例 4.1. 设 α 匽 匲 匫
√
匳 I匮 显然 α在 Z卛x卝中的极小多项式是 x2 − 匴x 匫 匷匮 取

α的四位有效数字的近似值 化α 匽 匲.匰匰匰 匫 匱.匷匳匲 I匮 于是得到 v1 匽 匨匱., 匲., 匱.匩匬

v2 匽 匨匰., 匱.匷匳匲, 匶.匹匲匸匩匮 对 v1, v2运行 卓卉卒卄算法匬 仅需要两次迭代就可以得到

一组 v1, v2的同步整数关系匮 迭代过程中的矩阵 B如下
匲 匱 匰

−匱 −匱 匰

匰 匰 匱

 ,


匷 匰 匲

−匴 匰 −匱

匱 匱 匰

 ,

显然后一个矩阵的第一列即为所求匮 若只取三位有效数字匬 则 卓卉卒卄算法通过 匳

次迭代后输出 匨匱匲匱匳,−匶匹匳, 匱匷匳匩匬 这组输出尽管是 匨匱., 匲., 匱.匩和 匨匰., 匱.匷匳, 匶.匹匳匩的

同步整数关系匬 但不再是 匨匱, α, α2匩的整数关系匮 因此为了近似重构代数数的极

小多项式匬 必须对误差进行控制匮

4.2.1 误误误差差差控控控制制制

本文近似重构 n次代数数极小多项式的基本思想是区 探测 匨匱, 化α, · · · , 化αn匩
的一组整数关系 匨p0, · · · , pn匩 ∈ Zn+1 匨当 α 为实代数数时用 卐卓卌卑 算法 卛匱匲匷卝医

当 α 为虚代数数时用上一章介绍的 卓卉卒卄 算法匩匬 使得 p匨x匩 匽
∑n

i=0 pix
i 满足

|p匨化α匩| 匽 匰匮 利用定理 匴匮匱便可以保证该多项式就是 α的极小多项式匮 为证定理

匴匮匱匬 需做如下准备匮

引理 4.2. 设 f 是一个 n次单变元多项式. 若 卭卡卸1≤i≤n |αi − 化αi| ≤ ε, 则

|f匨α匩− f匨化α匩| ≤ ε · n · height匨f匩.

证明. 设 f 匽
∑n

i=0 fix
i匮 则 |f匨α匩− f匨化α匩| 匽 |

∑n
i=1 fi匨α

i − 化αi匩| ≤ ε · n · 卨卥卩卧卨却匨f匩匮
证毕匮
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定义 4.1. 设 m次多项式 g 匽
∑m

i=0 gix
i ∈ Z卛x卝的所有复根为 z1, z2, . . . , zm匮 定

义 g的Mahler度量 匨卍卡卨卬卥卲 卭卥卡即卵卲卥匩 为

M匨g匩 匽 |gm|
m∏
j=1

卭卡卸{匱, |zj|}.

代数数 α的Mahler度量定义为其极小多项式的卍卡卨卬卥卲度量匬 记为M匨α匩匮

引理 4.3 匨卛匱匱匴卝匬 卌卥卭卭卡 匳匩. 设 α1, · · · , αq 为次数分别为 d1, · · · , dq 的代数数.

令 D 匽 卛Q匨α1, · · · , αq匩 区 Q卝. 设 P ∈ Z卛x1, · · · , xq卝 关于 xh 的次数不超过 Nh

(匱 ≤ h ≤ q). 若 P 匨α1, · · · , αq匩 6匽 匰, 则

|P 匨α1, . . . , αq匩| ≥ ‖P‖1−D
1

q∏
h=1

M匨αh匩
−DNh/dh ,

其中 ‖P‖1表示 P 的 匱-范数, 即所有系数绝对值之和.

证明. 见 卛匴匷匬 卌卥卭卭卡 匲卝 的证明匮

对任意的多元多项式 P ∈ Z卛x1, · · · , xq卝匬 若 P 匨α1, · · · , αq匩 6匽 匰匬 则上述引理

给出了一个关于 |P 匨α1, . . . , αq匩|的下界匮 若将其应用到 Z卛x卝中的多项式匬 则得到

推论 4.4. 设 α为一个 n0次的代数数, g匨x匩 匽
∑m

i=0 gix
i ∈ Z卛x卝,且 α和 g匨x匩的高

度均不超过H. 若 g匨α匩 6匽 匰, 则 |g匨α匩| ≥ 匨m匫匱匩−(n0−1) · 匨n0 匫匱匩−
m
2 ·H−(m+n0−1).

证明. 由引理 匴匮匳得

|g匨α匩| ≥ ‖g‖1−n0
1 M匨α匩−m

≥ 匨匨m匫 匱匩卨卥卩卧卨却匨g匩匩1−n0M匨α匩−m

≥ 匨匨m匫 匱匩卨卥卩卧卨却匨g匩匩1−n0匨匨n0 匫 匱匩1/2卨卥卩卧卨却匨α匩匩−m,

匨匴匮匴匩

再由 α 和 g匨x匩 的高度均不超过 H匬 结论得证匮 式 匨匴匮匴匩 中的第二个不等号是

因为 卨卥卩卧卨却匨g匩 ≤ ‖g‖1 ≤ 匨m 匫 匱匩卨卥卩卧卨却匨g匩匬 第三个不等号是由 卌卡卮卤卡卵 不等

式 卛匵匸匬 協卨卥卯卲卥卭 匶匮匳匱卝 M匨α匩 ≤ ‖p‖2 及 卨卥卩卧卨却匨p匩 ≤ ‖p‖2 ≤
√
n匫 匱卨卥卩卧卨却匨p匩得

到的匬 其中 p 匽
∑n0

i=0 pix
i ∈ Z卛x卝 为 α 的极小多项式匬 ‖p‖2 表示其 匲匭范数匬 即

‖p‖2 匽 匨
∑n0

i=0 p
2
i 匩

1/2匮
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定理 4.1的证明. 必要性由 |p匨化α匩| 匽 |p匨化α匩 − p匨α匩| ≤ ε · n · H 易得医 由 |p匨α匩| −
|p匨化α匩| ≤ |p匨α匩− p匨化α匩|知 |p匨α匩| ≤ |p匨化α匩| 匫 ε · n ·H < 匨n 匫 匱匩1− 3

2
nH1−2n匬 从而由

推论 匴匮匴得 p匨α匩 匽 匰匬 充分性得证匮 证毕匮

定理 匴匮匱保证了能够通过近似值 化α得到其对应准确值的极小多项式匮 结合

式 匨匴匮匲匩和式 匨匳匮匳匩匬 并令 γ 匽 匲便得到基于整数关系探测算法近似重构代数数极

小多项式的误差控制条件匮

推论 4.5. 设 α和 化α意义同上, 且满足

卭卡卸
1≤i≤n

|αi − 化αi| < 卭卡卸{匲−2n2+4n匨n匫 匱匩−
5
2
n, 匲−n

2+2n匨n匫 匱匩−2n} ·H−2n. 匨匴匮匵匩

则对 i 匽 匱, · · · , n, 一个 化v 匽 匨匱, 化α, · · · , 化αi匩T 的高度不超过 匲n−2
√
n匫 匱H 的整数

关系一定同时是 v 匽 匨匱, α, · · · , αi匩T 的整数关系.

证明. 取最大值的两个部分是分别将 匨匴匮匲匩中的 H匬 定理 匴匮匱中的 p匨x匩和推论

匴匮匴 中 g匨x匩的高度的上界 H 替换为 匲n−2
√
n匫 匱H 得到的匮 证毕匮

然而匬 推论 匴匮匵并未保证 v 的一个高度不超过 匲n−2
√
n匫 匱H 的整数关系

一定同时是 化v 的整数关系匮 即通过上述误差控制匬 利用算法 匳匮匱 并不能保证

得到 化v 的高度不超过 匲n−2
√
n匫 匱H 同步整数关系匮 但是由定理 匴匮匱匬 对某一个

i ∈ {匱, · · · , n}一定存在高度不超过 匲n−2
√
n匫 匱H 的一组向量 p匬 使得

|〈化v,p〉| < δ, 匨匴匮匶匩

其中 δ 匽 匲−2n2+5n−3匨n 匫 匱匩−
5
2
n+ 3

2H−2n+1匮 比如匬 α极小多项式的系数向量便满

足上式匮 为了找出这样的整数向量匬 需要对算法 匳匮匱的步骤 匳卥 作如下调整匬 得到

算法 卓卉卒卄′区

匳(e’) 记 XT 的第 i列为

(
xi,1

xi,2

)
. 若 |xj,1|和 |xj,2|同时小于 δ√

2
, 则输出 B

的第 j 列; 若 hn−2,n−2 匽 匰, 则输出 B 的第 n− 匲列.1

1因为对于复数代数数极小多项式的恢复, 仅需 SIRD算法的 t = 2 的情形即可, 所以 XT 的行数为 2.
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4.2.2 重重重构构构算算算法法法及及及分分分析析析

基于上述分析匬 在 匨匴匮匵匩的误差控制下匬 对实代数数用改进的 卐卓卌卑算法匬 虚

代数数用算法 卓卉卒卄′便得到一个解决问题 匴匮匱的完备算法匮

算法 4.1 匨卍卩卮卩卐卯卬卹匩. 输入区 代数数 α的满足 匨4.5匩的近似值 化α; α次数的上界 n

和高度的上界 H.

输出区 α的极小多项式.

1. 对 i从 1到 n执行如下循环

(a) 构造向量 v 区匽 匨匱, 化α, · · · , 化αi匩T .

(b) 令 M 匽 匲n−2
√
n匫 匱H. 以 v, M 为输入调用整数关系探测算法 PSLQ

或算法 SIRD′.

i. 若整数关系探测算法输出向量 匨p0, p1, · · · , pi匩T , 则输出多项式∑i
k=0 pkx

k 的本原部分.

定理 4.6. 设一未知代数数 α的次数不超过 n, 高度不超过 H. 若 α的近似值 化α

满足 (4.5), 则算法 4.1将正确输出 α准确的极小多项式.

证明. 设 α 的精确次数为 n0匨≤ n匩匮 当算法 匴匮匱 中的 i < n0 时匬 不可能有输

出匮 假设此时有输出匮 这意味着整数关系探测算法返回了一个高度不超过

M 匽 匲n−2
√
n匫 匱H 的的整数向量匬 并且满足式 匨匴匮匶匩匮 而由这两点匬 结合误差

控制条件 匨匴匮匵匩便可以得到该输出就是准确的极小多项式匬 与 i < n0 矛盾匮 当

i 匽 n0 时匬 算法 匴匮匱一定能返回正确的极小多项式匮 这是因为定理 匳匮匴作相应

调整后对算法 卓卉卒卄′ 仍然成立区 若满足式 匨匴匮匶匩的 p存在匬 则算法 卓卉卒卄′ 一定

能找到匮 所以对 化v 匽 匨匱, 化α, · · · , 化αn0匩匬 算法 卓卉卒卄′ 一定会输出一个整数向量匮 若

hn−2,n−2 匽 匰匬 则输出是 化v 的整数关系医 否则输出的整数向量满足式 匨匴.匶匩匮 尽管

这个整数向量可能不是 化v的整数关系匬 但在 匨匴匮匵匩的误差控制下定理 匴匮匱保证了

它必定是 匨匱, α, · · · , αn0匩的整数关系匮 所以匬 从该整数向量必能得到 α准确的极

小多项式匮 证毕匮

于是匬 由误差控制条件式 匨匴匮匵匩和定理 匳匮匵可得如下推论匮

推论 4.7. 设 α 为次数不超过 n, 高度不超过 H 的代数数. 假设 α 的近似值 化α

满足式 匨匴匮匵匩. 则 α 的极小多项式能够在对不超过 O匨n匨n 匫 卬卯卧H匩匩 位的整数进

行 O匨n4匨n匫 卬卯卧H匩 次算术操作后得到.
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证明. 由本节的误差分析和对算法 匳匮匱 的分析可知匬 算法 匴匮匱 即满足此推论匮

表 匴匮匱区 不同的极小多项式恢复算法的复杂度比较

精度 复杂度

卋卌卌 卛匹匵卝 O匨n2 匫 n 卬卯卧H匩 O匨n5 匫 n4 卬卯卧H匩

半卵即却 卛匸匰卝 O匨n2 匫 n2 卬卯卧H匩 O匨n8 卬卯卧 n匫 n8 卬卯卧H匩

卑卆千博 卛匱匲匷卝 O匨n2 匫 n 卬卯卧H匩 卼卼

卍卩卮卩卐卯卬卹 O匨n2 匫 n 卬卯卧H匩 O匨n5 匫 n4 卬卯卧H匩

表 匴匮匱 给出了四种不同的极小多项式近似重构的策略在最坏情况下所需的

精度和复杂度比较匮 由于 卛匱匲匷卝 只能够对实代数数求出极小多项式匬 因此不纳入

比较匮同时匬需要提及的一点是匬对于基于 卌卌卌的重构算法 匨见第 匴匮匱节匩匬若采用

较新的浮点的 卌卌卌 算法匬 如 卌2 卛匱匲匱卝匬 午匭卌卌卌算法 卛匱匱匷卝匬 升卲卡卤卵卡卬匭卌卌卌 算法 卛匶匹卝匬

卾卌
1
算法 卛匱匲匳卝 等匬 则可以得到更低的复杂度匮 尽管如此匬 算法 匴匮匱 仍然为问题 匴匮匱

提供了一个异于基于 卌卌卌 算法的解决方案匮 并且匬 如果能够像 卌卌卌 算法一样匬

建立起一系列高效的 匨同步匩 整数关系探测算法的浮点版本匬 则算法 匴匮匱 的效率

可能也会进一步提高匮

4.3 实实实例例例分分分析析析

本文作者在计算机代数系统 卍卡印卬卥 匱匳中实现了 卓卉卒卄算法和算法 匴匮匱匬 开

发了 即卩卲卤程序包匮 在算法 匴匮匱的实现中匬 涉及到实代数数的处理时匬 直接调用

卍卡印卬卥中自带的 PSLQ命令医由于采用高精度运算匬只能保证对 v 匽 匨匱, 化α, · · · , 化αi匩
探测近似的匨同步匩整数关系匬 即可以求出一组整数向量 p 匽 匨p0, p1, · · · , pi匩匬 使得
〈v,p〉充分接近于 匰匮 为了进一步保证程序输出的正确性匬 在得到整数关系 pi后匬

程序中还利用式 匨匴匮匳匩中对应的条件 匨H 替换为 匲n−2
√
n匫 匱H匩 作为判断其是否

确为 化α所对应的准确极小多项式系数的依据匮

本节所有的数值实验都是使用 匲升卂 内存匬 十卍卄 十却卨卬卯卮TM 匷匷匵匰 处理器

匨匲匮匷匰 升午卺匩的机器在南卩卮卤卯卷即 単卐下用卍卡印卬卥 匱匳计算出来的匮

例 4.2 匨卛匱匵匰卝匬 例 匱匩. 设 α为一未知的正有理数匬 即次数为 匱的代数数匬 其分母绝

对值的上界为 H 匽 匱匷匰匮 此例中分母的上界恰好是该有理数高度的上界匮 首先

匨匴匮匵匩给出的误差控制为 ε ≤ 匱/匨
√
匲H2匩 匽

√
匲/匵匷匸匰匰匮 在此误差控制下通过某种
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数值方法得到该有理数的一个近似值 化α 匽 .匸匱匰匶匳匳匵匸匶匸匬 在计算过程中将精度设

置为 −b卬卯卧10匨
√
匲/匵匷匸匰匰匩c 匽 匵位匬 执行下面的命令

卛> read sird; Digits := -floor(evalf(log[10](sqrt(2)/57800)));

卛> f := ExactMinimalPolynomial(.8106335868, 1, 170);

输出 f 区匽 −匱匳匷 匫 匱匶匹 ∗ X匬 即 α的极小多项式匮 匨在 即卩卲卤包中对应于算法 匴匮匱的

命令是 ExactMinimalPolynomial匮匩 由此得出 α的准确值为 137
169

匮 运行

卛> f := ExactMinimalPolynomial(.81063, 1, 170);

同样输出 f 区匽 −匱匳匷 匫 匱匶匹 ∗ X匬 而运用 卛匱匵匰卝 中的算法对近似值 化α 匽 .匸匱匰匶匳仅

仅能够返回 107
132

匮 这再次说明了式 匨匴匮匵匩 误差控制条件的优势匮

另外匬 当 α是有理数时匬 卛匱匵匰卝中的算法只需知道分母绝对值的上界匬 而本文

中的算法需要知道该有理数高度的上界匬 即分子分母绝对值的最大值的上界匮 在

实际应用时匬 若只知道分母绝对值的上界匬 则将得到的近似值分成整数部分和小

数部分匬 然后对小数部分应用算法 匴.匱将其恢复成准确值即可匮 由于整数部分本

身就是精确的匬 因此结果仍是精确的匮

同时匬 在此例中若将 Digits设成一个小于 匵的正整数匬 则不能返回准确结

果匮 这说明式 匨匴匮匵匩的误差控制在转化成精确十进制表示时是比较精确的匮 另外匬

若将 Digits设成一个大于 匵的整数匬 则对应的近似值也需提高到相应精度才能

保证结果的准确性匮

在引言部分已经提到匬 利用 卌卌卌算法也可以解决问题 匴匮匱匮 计算机代数系统

卍卡印卬卥 匱匳已经集成了该功能匬 即 PolynomialTools包中的 MinimalPolynomial

命令匮 但是其实现方法并不能保证得到该代数数的极小多项式匬 而仅仅能够得

到一个以该近似代数数为根的整系数多项式匮 为了将本文算法和基于 卌卌卌的算

法进行比较匬 即卩卲卤 程序包中也包含了一个基于 卓卉卒卄的与 MinimalPolynomial

命令具有相同功能的命令 MiniPoly匮

例 4.3. 设 α 匽 5
√
匲匳 匫 6

√
匷匮 易知其次数为 匳匰匮 若想求得 α的极小多项式匬 可以采

用算法 匲通过其近似值重构获得匮 经试验匬 当 Digits:=300时匬 算法 匴匮匱便能保

证输出正确结果匮 通过某种近似计算方法得到一个 α的具有 匳匰匰位准确十进制

表示的近似值 a 匽 匳.匲匵匵匲匵匸匷匸匴匸匲匳匳 · · · 匬 并运行如下命令
卛> Digits := 300: p SIRD := MiniPoly(a, 30);

经过 匹匮匷匱匸秒的运算匬 最终输出的多项式 印 卓卉卒卄是一个 匳匰次的不可约多项式匬

经验证确为 α的极小多项式匮 而运行卍卡印卬卥 匱匳中自带的命令
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卛> PolynomialTools:-MinimalPolynomial(a, 30);

经过 匹匮匲匱匸秒的运算匬 输出一个错误的多项式匮 这并不是卍卡印卬卥 匱匳的失误匬 而是

由其算法本身需要的高精度导致的匮 若将 Digits设为 匳匹匸匬 则卍卡印卬卥 匱匳自带的

命令经 匱匳匮匷匱匹秒获得正确的结果匮

经多次试验发现匬当 Digits不大时匬 MiniPoly的运行时间略长于 MinimalP-

olynomial匮 但当 Digits较大时匬 如上例所示匬 算法 匴匮匱运行时间更优匮 因此算

法 匴匮匱对较大规模问题有较好的效果匮 例如利用 MiniPoly命令可以成功地从代

数数 匳1/6 − I ∗ 匲1/7 的近似值重构出其准确的极小多项式匬 其次数为 匸匴匬 高度为

匳匰匲匹匲匵匴匶匷匶匵匸匸匴匴匸区

匵匰匶匷匰匰匱 匫 匷匸匳匹匶匲匹匰匷x36 匫 匲匱匰匲匷匷匶匴匲匷匲匵匳匶x40 − 匷匵匰匴匵匰匴x42

匫 匸匳匶匳匹匶匱匸匳匹匴匶匹匶x34 − 匳匶匶匸匳匰匸匱匸匶匲匳匳匶x38 匫 匷匷匰匳匰匵匶匶匸匲匵匸匶匷匲x32

匫 匱匴匲匳匹匴匹匹匸匶匳匶匹匶匸x28 匫 匱匲匵匴匶匵匶匴匳匴匱匲匲x30 匫 匱匳匷匰匰匰匰匸匳匱匴匷匲x10

匫 匳匴匲匰匷匴匶匵匳匵匷匶匱匱x12 − 匲匸匴匶匹匲匰匵匹匳匷匶匰匳匲x14 匫 匲匴匷匵匸匱匴匱匶匷匸匴匲匴x16

匫 匱匹匰匹匵匹匵匱匰匲匵匸匹匷匲x18 匫 匲匳匰匶匱匷匳匸匸匶匲匱匶匹匲匸x20 匫 匹匹匱匲匰匷匰匴匹匶匷匶匴匸x22

匫 匶匴匱匱匱匱匴匹匰匰匱匸匰匹x24 − 匳匰匲匹匲匵匴匶匷匶匵匸匸匴匴匸x26 匫 匲匵匰匳匱匲匴匳匷匶匴匸x44

匫 匲匱匸匹匱匸匷x48 − 匱匱匲匶匱匵匷匷匶x50 − 匴匸匶匴匸匶x54 匫 匸匱匰匸匱x60 − 匳匷匸匵匵匰匳匶匸x2

匫 匱匱匹匳匵匷匹匴匵匲匸x4 匫 匱匹匰匴匳匱匱匱匰匶匴匶x6 匫 匳匲匹匳匰匲匵匶匶匰匲匸匸x8 匫 x84

匫 匸匸匰匷匴匵匵匴匹匰匴x52 匫 匲匴匰x56 匫 匱匰匴匱匲匳匷匲匸匸x58 匫 匱匹匵匲匴匹匶x64 − 匹匸匲匸x66

匫 匲匴x70 匫 匸匱匹x72 − 匴匲x78 匫 匲匲匱匲匸匰匹匵匲匱匸匳匲x46.

现在匬 回到上一章中对 卓卉卒卄 算法的两种实施上来匮 　　

表 匴匮匲 中匬 r 和 s 定义了一个代数数 α 匽 匳1/r − 匲1/sI匬 易知 α 的次数为

匲rs匮 为测试 卓卉卒卄 算法的两种实现在恢复近似代数数极小多项式中的效率匬 在

Digits 位十进制精度下匬 探测两个 n 匽 匲rs 匫 匱 维实向量的同步整数关系匮 表

匴匮匲 中 itr 和 t 分别表示迭代次数和运行时间 匨单位：秒匩匬 下标为 卓卉卒卄 的对应

卓卉卒卄 算法的直接实现 匨全部采用高精度运算匩匬 下标为 協卌卓卉卒卄 的对应于 卓卉卒卄

算法的 卜双层匢 实现 匨部分采用高精度运算匩匮 表中最后两个例子匬 对 卓卉卒卄 算法

的直接实现没有完成计算匮 由于 卨匍卯卡却数据类型采用硬件算术操作匬 效率远远高

于采用高精度的 即匍卯卡却数据类型的操作匬 所以 協卌卓卉卒卄程序的效率应明显优于

卓卉卒卄程序匬 这与表 匴匮匲 中所给出的数据相符匮 卓卉卒卄 算法的高效的实现也为更

多 卓卉卒卄 算法和算法 匴匮匱 的应用提供了可能匮
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表 匴匮匲区 用 卓卉卒卄算法的两种实现来恢复极小多项式的效率比较

r s 卄卩卭匮 n Digits itrSIRD tSIRD itrTLSIRD tTLSIRD

匴 匳 匲匵 匱匰匰 匵匶匸匵 匷匵匮匹匳匷 匵匶匱匱 匸匮匱匲匵

匳 匵 匳匱 匱匵匰 匱匱匷匹匲 匳匵匶匮匸匹匰 匱匱匷匹匲 匲匸匮匱匵匷

匶 匳 匳匷 匳匰匰 匱匸匹匲匷 匵匵匶匮匰匳匱 匱匸匹匹匳 匷匳匮匱匰匹

匴 匵 匴匱 匳匵匰 匲匶匶匰匰 匹匴匲匮匵匱匶 匲匶匱匹匲 匱匳匴匮匳匶匰

匵 匵 匵匱 匴匰匰 匵匰匰匸匴 匲匴匳匲匮匶匷匲 匴匹匷匳匸 匴匴匰匮匱匱匰

匶 匵 匶匱 匵匵匰 匸匴匶匷匷 匶匴匲匲匮匰匷匹 匸匱匷匵匸 匱匲匶匷匮匹匸匵

匴 匹 匷匳 匱匰匰匰 匱匵匹匳匲匶 匴匸匸匹匮匹匲匲

匶 匷 匸匵 匱匳匰匰 匲匳匴匴匲匲 匱匰匶匵匸匮匷匳匵

比如算法 匴匮匱可以应用到有理数域上的一元多项式因式分解匮 其基本思想

是先求出待分解多项式的一个适当精度的近似根匬 然后利用算法 匴匮匱可以得到

该根准确的极小多项式匬 而该极小多项式就是原多项式的一个因子匮 对原多项式

除以该因子后得到的多项式重复以上过程匬 直到得到原多项式完全的不可约分

解匮 尽管该方法并不新颖匬 效率也不比现有的分解算法高匬 但该方法的中间步骤

都采用近似计算匬 输出结果却是精确的匮 因此匬 仍不失为一个符号匭数值混合计算

的成功案例匮

例 4.4. 采用上述策略分解一元整系数多项式

g 匽 匳匶匵匰 匫 匶匷匴匵 X 6 − 匱匱匸匸 X 5 − 匵匹匷匳 X 3 匫 匱匰匰匹匴 X 2 − 匷匹匱匶 X

匫匴匶匰匱 X 4 匫 匴匲匰匰 X 10 匫 匵匶匰 X 9 − 匶匲匶匳 X 7 匫 匴匶匵匰 X 8.

该多项式无实根匬 因此 卛匱匲匷卝中的分解方法不再奏效匮 首先运行如下命令

卛> Digits := 51: a := fsolve(g, X, complex)[1];

得到 g的一个复近似根匬 然后调用 即卩卲卤包中的 ExactMinimalPolynomial命令

卛> f1 := ExactMinimalPolynomial(a, 10, 256*90106990^ (1/2));

便得到该近似根对应的准确极小多项式 匵匰− 匴匲 X 匫 匴匰 X 2 匫 匷 X 3 匫 匱匰 X 5 匫

匷匵 X 6匬 它自然是 g的一个不可约因子匬 其中 匲匵匶
√
匹匰匱匰匶匹匹匰为该近似根对应的

准确代数数高度的上界匬 是利用卍卩卧卮卯却却卥界 卛匵匸卝得到的匮 再通过多项式除法得

到 g/f匱 匽 匵匶 X 4 匫 匶匲 X 2 − 匹匷 X 匫 匷匳 ≡ X 4 匫 匲 X 2 匫 匳 X 匫 匳 卭卯卤 匵不可

约匬 从而完成在有理数域上对 g的因式分解匮
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4.4 本本本章章章小小小结结结

对任意的复代数数匬 本文在其近似值和准确的极小多项式之间建立了一座

桥梁匮 在已知某代数数次数和高度上界的情形下匬 只要预先得到该代数数的一个

满足 匨匴匮匵匩的近似值匬 算法 匴匮匱便能有效地给出该近似代数数的准确值的极小多

项式匮 这便有力地推动了卜采用近似计算获得准确值匢这一问题的研究匬 使其适

用范围扩大到任意的代数数匮 同时匬 这一算法也蕴含了一个代数数的整数表示

方案 匨如 卛匹匬 匹匵卝 等匩匮 并且本文的算法可以应用于因式分解等诸多实际问题匮

在下一章中匬 将给出一个采用恢复代数数的极小多项式来分解有理系数二

元多项式的算法匮



第第第五五五章章章 有有有理理理数数数域域域上上上二二二元元元多多多项项项式式式因因因式式式分分分解解解

多项式的因式分解是属于计算机代数中的核心部分匬 它在诸如代数关系式

的化简、符号积分、多项式求解、编码理论及序列密码等研究领域中都有着

非常重要的应用匮 然而匬 目前的有理数域上的多项式准确的因式分解主要采用

符号方法匮 符号计算的主要特点是计算结果准确和计算过程稳定匬 但它的劣势

在于计算复杂度高匮 因此匬 在实际应用中效率不高匬 往往只能解决中小规模的问

题匮 目前的计算机代数系统如 卍卡印卬卥 卛匱匰匸卝匬 卍卡却卨卥卭卡却卩卣卡 卛匱匱匰卝匬 卍卡卧卭卡 卛匱匰匷卝 等

都将因式分解作为一个基本的功能给予实现匮 数值近似计算具有速度快、计

算规模大的特点匬 但是它只能给出近似结果匮 正是由于人们注意到符号计算和

数值近似计算各自的优势匬 近三十年来匬 陆续有学者研究将数值方法应用到多

项式的因式分解中匬 发展出了基于符号匭数值混合计算的因式分解新方向匬 如

卛匳匶匬 匳匹匬 匵匵匬 匷匲匬 匷匳匬 匸匴匬 匹匳匬 匱匳匱匬 匱匳匵匬 匱匳匷卝匮 本章中将给出有理数域上的二元多项

式的两个分解算法匮 它们都是符号匭数值混合计算的算法匮 算法的中间过程是数

值的匬 而计算结果是精确的匮

给定一个待分解的多项式 f匨x, y匩 匽
∑

i

∑
j fi,jx

iyj ∈ Q卛x, y卝匬 用 dx 和

dy 表示 f 关于 x 和 y 的次数匬 ||f ||1 匽
∑

i

∑
j |fi,j| 表示其 匱匭范数匬 ‖f‖ 匽

匨
∑

i

∑
j |fi,j|2匩1/2 为其 匲匭范数匬 卨卥卩卧卨却匨f匩 匽 卭卡卸i,j |fi,j| 为其高匮 由 升卡卵即即 引

理知匬 只需讨论本原多项式 匨印卲卩卭卩却卩卶卥 印卯卬卹卮卯卭卩卡卬匬 系数的最大公因子为 匱匩

f匨x, y匩 匽
∑

i

∑
j fi,jx

iyj ∈ Z卛x, y卝 在整数环上的因式分解匮

匱匹匸匵 年匬 午卵卬即却 和 卌卥卮即却卲卡 给出了一个基于超越数的分解有理系数二元多项

式的算法 卛匷匳卝匮 其基本思想是区 将待分解的二元多项式 f匨x, y匩 ∈ Z卛x, y卝中的一
个变量匬 比如 y匬 用一个超越数 λ 来替换匬 然后计算 f匨x, λ匩在 Q匨λ匩卛x卝 中的因式

分解匮 由于 λ 是超越数匬 所以 Q匨λ匩 同构于 Q匨y匩匬 由此 f匨x, λ匩在 Q匨λ匩卛x卝 中的分

解本质上就给出了 f匨x, y匩 在 Q 上的分解匬 由 升卡卵即即 引理匬 这个分解就是 f匨x, y匩

在 Z上的分解匮 为了得到 f匨x, λ匩在Q匨λ匩卛x卝中的分解匬 超越测度 匨卛匷匳匬 卄卥匌卮卩却卩卯卮

匨匱匮匱匩卝匩 的计算不可避免匮 然而匬 这一数量有两个弊端区 第一匬 对于不同的超越数匬

超越测度的表达式不一样医 第二匬 每一个超越测度的表达式中都含有一个常数

c > 匰匬 该常数不易确定匮 在第 匵匮匱 节中匬 将利用 卛匷匳卝 中的算法思想匬 但是采用高

次代数数来替代超越数的方法来分解有理系数二元多项式的算法匬 该算法不仅
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克服了超越测度的弊端匬 而且实验结果显示匬 对于小规模的多项式进行分解匬 该

算法的效率甚至高于卍卡印卬卥 自带的 factor() 命令匮

在第 匵匮匲 节中匬 将给出一个基于多项式支撑集的 Newton 多胞体 匨华卥卷却卯卮

印卯卬卹却卯印卥匩 的有理二元多项式的分解算法 BiFactor匮 该算法对于稀疏的二元有理

多项式具有很好的分解效果匮 特别地匬 给定一个 Q 上满足假设 (H) 匨见第 匵匮匲 节匩

的二元多项式 f 匬 该算法能够在 卾O匨Tdxdy匫 sω匩次算术操作步骤内将 f 的有理不

可约因子的计算任务约化为一个次数不超过 dx 的有理单变元多项式的因式分

解匬 其中 T 为 f 中的非零项数匬 s ≤ dx 为某整数匬 ω 为线性代数指数 匨两个 n× n
的矩阵乘法能够在 O匨nω匩 次算术操作内完成匩匮 据本文作者所知匬 约化二元有理

多项式的有理不可约分解到单变元有理分解的最好的复杂度是 卌卥卣卥卲卦得到的

卛匱匰匱卝区 确定性算法 卾O匨匨dxdy匩(ω+1)/2匩医 概率算法 卾O匨匨dxdy匩1.5匩匮 卌卥卣卥卲卦 的算法针的

是稠密的二元多项式匮 本章第 匵匮匲 节中的算法对稠密的二元多项式也有效匬 只是

此时 T 匽 O匨dxdy匩匮 所以匬 针对稀疏的情形匬 比如非零项数满足 T < 匨dxdy匩
1/2匬 则

卾O匨Tdxdy 匫 sω匩 ⊆ 卾O匨匨dxdy匩1.5匩匬 即本文中的算法在这种情形下优于 卛匱匰匱卝 中的方

法匮 在 卛匱匴匸卝 中匬 基于 华卥卷却卯卮 多胞体匬 南卥卩卭卡卮卮 给出了 卌卥卣卥卲卦 算法的一个稀疏

版本匬 其约化的复杂度为 O匨Vol匨Nf 匩
ω匩匬 其中 Vol匨Nf 匩 为 f 的 华卥卷却卯卮 多胞体的

体积匮 然而匬 即使是稀疏情形匬 最坏情况下的 Vol匨Nf 匩 也接近于 dxdy匮 并且 卛匱匴匸匬

午卹印匮 匨午匱匩卝 过于强烈匬 影响了该算法的适用范围匮

本文作者在卍卡印卬卥 中实现了 卂卩卆卡卣却卯卲 算法匬 实验显示匬 该算法具有非常好

的效果 匨见第 匵匮匲 节匩匮

5.1 基基基于于于近近近似似似代代代数数数数数数的的的分分分解解解算算算法法法

本节中匬 将用 pλ匨x匩 表示代数数 λ 在 Q 上的极小多项式匮 记代数数 λ 的

次数为 M 匬 即 M 匽 卛Q匨λ匩 区 Q卝 匽 卤卥卧匨pλ匩匮 设 f匨x, y匩 ∈ Z卛x, y卝 为本原多项
式匬 dx 匽 n匬 dy 匽 m匮 为了计算 f匨x, y匩 在 Z 上的不可约分解匬 首先用一个次

数 M > 匲m匨n 匫 匱匩 代数数 λ 代替变量 y匬 然后计算 f匨x, λ匩 的一个近似根 化α匬

记其对应的准确根为 α匮 至此匬 可以计算 α 在 Q匨λ匩 上的极小多项式匬 记为

h匨x, λ匩 ∈ Z卛λ卝卛x卝匮 由如下引理可知匬 h匨x, y匩 就是 f 在 Z卛x, y卝 中的一个因子匮 而

通过引理 匵匮匵 知该因子不可约匮 此时匬 更新 f 区匽 f/h匬 重复以上过程直至分解结

束匮

引理 5.1. 设 f匨x, y匩 ∈ Z卛x, y卝, dx 匽 n, dy 匽 m, λ 为一次数M > 匨n匫 匲匩m的代
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数数. 若 h匨x, y匩 ∈ Z卛x, y卝 满足卤卥卧x匨h匩 ≤ n, 卤卥卧y匨h匩 ≤ m, 且 h匨x, λ匩为 f匨x, λ匩

在 Z卛λ卝卛x卝 中的因子, 则 h匨x, y匩 为 f匨x, y匩 在 Z卛x, y卝 中的一个因子.

证明. 因为 h匨x, λ匩|f匨x, λ匩匬 所以

f匨x, λ匩 匽 h匨x, λ匩g匨x, λ匩. 匨匵匮匱匩

对 f匨x, y匩 和 h匨x, y匩 关于变量 x 做除法得

I匨y匩tf匨x, y匩 匽 q匨x, y匩h匨x, y匩 匫 r匨x, y匩, 匨匵匮匲匩

其中I匨y匩 匽 卬卣x匨h匨x, y匩匩匬 q, h, r ∈ Z卛x, y卝匬 t ∈ Z+匬 卤卥卧x匨r匩 < 卤卥卧x匨h匩匮 因此匬

I匨λ匩tf匨x, λ匩 匽 q匨x, λ匩h匨x, λ匩 匫 r匨x, λ匩匮 再由 匨匵匮匱匩 知

h匨x, λ匩匨I匨λ匩tg匨x, λ匩− q匨x, λ匩匩 匽 r匨x, λ匩.

比较上式两端关于 x的次数知 r匨x, λ匩 匽 匰匮 令 r匨x, y匩 匽
∑degx(r)

i=0

∑degy(r)

j=0 ri,jx
iyj匮

则
degx(r)∑
i=0

degy(r)∑
j=0

ri,jλ
j

xi 匽 匰. 匨匵匮匳匩

从式 匨匵匮匲匩 知

卤卥卧y匨I匨y匩匩 ≤ 卤卥卧y匨h匩,

卤卥卧y匨r匩 ≤ 卤卥卧y匨I匨y匩
t匩匫卤卥卧y匨f匩 ≤ t · 卤卥卧y匨h匩 匫 卤卥卧y匨f匩,

t ≤ 卤卥卧x匨f匩− 卤卥卧x匨h匩 匫 匱 ≤ n匫 匱,

因此匬 卤卥卧y匨r匩 ≤ 匨n匫 匲匩m < M 匮 所以由式 匨匵匮匳匩 知 ri,j 匽 匰匬 即 r匨x, y匩 匽 匰匮 同时匬

q匨x, y匩 匽 I匨y匩tg匨x, y匩匬 故 h匨x, y匩 为 f匨x, y匩 的一个因子匮

5.1.1 误误误差差差控控控制制制

为了避免中间过程膨胀 匨卩卮却卥卲卭卥卤卩卡却卥 卥卸印卲卥即即卩卯卮 即卷卥卬卬匩匬 在算法中不直接

对代数数 λ 进行操作匬 而是采用其近似值 化λ匮 记 化λj 匨 匰 ≤ j ≤ m匩 为 λj 的

近似值匬 其中 化λ0 匽 匱匮 现引入如下记号表示 f匨x, y匩 在 匨x, λ匩 处的近似值区

fλ̄ 匽
∑

i

∑
j fi,jx

i化λj匮 在算法中匬 用 fλ̄ 代替 f匨x, λ匩匮 不失一般性匬 可以假设 fλ̄ 有

一个绝对值不超过 匱 的根匬 否则可以采用多项式 xnf匨 1
x
, y匩 替代 f匨x, y匩匮

接下来匬 将首先讨论如何确定 λ 的近似值使得 fλ̄ 的的根能够近似 f匨x, λ匩

的根匮
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引理 5.2 匨卛匷匳卝匬 卌卥卭卭卡 匱匮匳匩. 设 f 匽
∑n

i=0 fix
i, 化f 匽

∑n
i=0

化fix
i ∈ C卛x卝 为次数为

n > 匰 的两个多项式, 令 匁 匽 卭卡卸0≤i≤n |fi − 化fi|. 假设 化f 有复根 β ∈ C 满足
|β| ≤ 匱. 则存在 f 的零点 α ∈ C 满足

|β − α| ≤
(
匨n匫 匱匩匁

|fn|

)1/n

.

证明. 因为 f匨x匩 − 化f匨x匩 匽
∑n

i=0匨fi − 化fi匩x
i匬 所以 |f匨β匩| ≤ 匁

∑n
i=0 |β|i匮 又因为

|f匨β匩| 匽 |fn|
∏n

i=1 |β − αi|匬 其中 α1, α2, . . . , αn 为 f 的零点匬 所以结论成立匮

引理 5.3. 设 f匨x, y匩 匽
∑n

i=0

∑m
j=0 fi,jx

iyj, λ为一代数数. 若 f匨x, λ匩 匽
∑n

i=0 fix
i

满足 fn 6匽 匰, 则

|fn| ≥ 匨匨匱 匫m匩卨卥卩卧卨却匨f匩匩1−M‖pλ‖−m,

其中pλ 为 λ 的极小多项式, 卤卥卧匨pλ匩 匽M > m.

证明. 因为 匰 6匽 fn 匽
∑m

j=0 fn,jλ
j匬 所以对多项式 fn匨y匩 匽

∑m
j=0 fn,jy

j ∈ Z卛y卝有
fn 匽 fn匨λ匩 6匽 匰匮 因此匬 由引理 匴匮匳 知

|fn| 匽 |fn匨λ匩| ≥‖ fn匨y匩 ‖1−M
1 M匨λ匩−m. 匨匵匮匴匩

因为 ||fn匨y匩||1 ≤ 匨匱 匫 m匩卨卥卩卧卨却匨fn匨y匩匩匬 M匨λ匩 ≤ ‖pλ‖ 匨见 卛匵匸匬 協卨卥卯卲卥卭 匶匮匳匱卝匩匬

卨卥卩卧卨却匨fn匨y匩匩 ≤ 卨卥卩卧卨却匨f匩匬 结合式 匨匵匮匴匩 知结论成立匮

称 b 为 a 的一个 匲−s-近似 匨匲−s匭卡印印卲卯卸卩卭卡却卩卯卮匩匬 如果 |a− b| < 匲−s匮

引理 5.4. 设 β 为 fλ̄ 的一个绝对值不超过 匱 的根的 匲−s−1-近似. 对任意的 k, 若

|λk − 化λk| < 匨匲sn+n匨n匫 匱匩匨匨匱 匫m匩卨卥卩卧卨却匨f匩匩M ‖pλ‖m匩−1, 匨匵匮匵匩

则 β 也是 f匨x, λ匩 的一个根的 匲−s-近似.

证明. 设 f匨x, λ匩 匽
∑n

i=0 fix
i 且 fλ̄匨x匩 匽

∑n
i=0

化fix
i匮 由引理 匵匮匲匬 存在 f匨x, λ匩 的

一个根 α 满足

|β − α| ≤
(
匨n匫 匱匩卭卡卸i |fi − 化fi|

|fn|

)1/n

.

由引理 匵匮匳匬 卭卡卸i |fi − 化fi| ≤ 卨卥卩卧卨却匨f匩
∑m

j=1 |λj − 化λj|匬 以及式 匨匵匮匵匩 知结论成

立匮
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假设现已计算出 fλ̄ 的一个绝对值不超过 匱 的某个根的一个 匲−s−1匭 近

似 化α ∈ Q匨I匩匮 由引理 匵匮匴匬 化α 也是 f匨x, λ匩 的根 α ∈ C 的一个 匲−s匭近似匮 因为

|α| − |化α| ≤ |α− 化α| ≤ 匲−s匬 所以

|α| ≤ 匱 匫 匲−s. 匨匵匮匶匩

用 βij ∈ Q匨I匩 表示 αiλj 的近似值匬 其中 匰 ≤ i ≤ n匬 匰 ≤ j ≤ m匬 β00 匽 匱匮

对正整数 s匬 定义欧几里得格 Λs ⊆ R(n+1)(m+1)+2以如下 匨n 匫 匱匩匨m 匫 匱匩× 匨匨n 匫

匱匩匨m匫 匱匩 匫 匲匩 阶矩阵

Bs 匽


匱 匰 匰 . . . 匰 匲s卒卥匨β00匩 匲s卉卭匨β00匩

匰 匱 匰 . . . 匰 匲s卒卥匨β01匩 匲s卉卭匨β01匩
匮匮匮

匮匮匮
匮匮匮

匮匮匮
匮匮匮

匮匮匮

匰 匰 匰 . . . 匱 匲s卒卥匨βnm匩 匲s卉卭匨βnm匩


为生成矩阵匬 记其行为 b00, b01, . . . , b0,m, b10, . . . , bnm匮 考虑映射 Z卛x, y卝→ Λs匮 对

于满足 卤卥卧x匨g匩 ≤ n 和 卤卥卧y匨g匩 ≤ m 的多项式 g匨x, y匩 匽
∑

i

∑
j gi,jx

iyj ∈ Z卛x, y卝匬
该映射下的象定义为 化g 匽

∑
i

∑
j gi,jbij ∈ Λs匮 记 gβ 匽

∑n
i=0

∑m
j=0 gi,jβij匬 其中若

卤卥卧x匨g匩 < i ≤ n 或 卤卥卧y匨g匩 < j ≤ m匬 则 gi,j 匽 匰匮 于是匬

‖化g‖2 匽 ‖g‖2 匫 匲2s|gβ|2. 匨匵匮匷匩

对上述格调用 卌卌卌算法得到 Λs 的一组 卌卌卌匭约化基匮 设 化v 为这组 卌卌卌匭约

化基的第一个向量匮 则由 卛匱匰匲匬 卐卲卯印卯即卩却卩卯卮 匨匱匮匱匱匩卝 知

‖化v‖2 ≤ 匲(n+1)(m+1)−1‖化h‖2, 匨匵匮匸匩

其中 化h 是 α 在 Q匨λ匩 上的极小多项式 h匨x, λ匩 ∈ Z卛λ卝卛x卝 所对应的二元多项式
h匨x, y匩 在上述映射下的象匮

若 g ∈ Z卛x, y卝满足 卤卥卧x匨g匩 ≤ n匬 卤卥卧y匨g匩 ≤ m 且 g匨α, λ匩 6匽 匰匬 则可以选择适

当的 s 匨引理 匵匮匸匩 使得

‖化g‖2 > 匲(n+1)(m+1)−1‖化h‖2. 匨匵匮匹匩

记向量 化v 的原象为二元多项式 v匨x, y匩匮 由式 匨匵匮匸匩 和式 匨匵匮匹匩 知 v匨α, λ匩 匽 匰匬

因此 h匨x, λ匩|v匨x, λ匩匮 事实上匬 因为 化v 是格 Λs 的基向量匬 而 化h 为格 Λs 的一个元

素匬 所以 h匨x, λ匩 必为 ±v匨x, λ匩匮
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现在匬 已经计算出 f匨x, λ匩 的一个绝对值小于 匱 的根 α 在 Q匨λ匩 上的极小多

项式 h匨x, λ匩匮 将其中的 λ 用 y 代替得到 h匨x, y匩 ∈ Z卛x, y卝匮 由引理 匵匮匱 知 h匨x, y匩

是 f匨x, y匩 的一个因子匮 而下面的引理保证了 h匨x, y匩 在 Z卛x, y卝 中的不可约性匮

引理 5.5. 设 h匨x, λ匩 ∈ Z卛λ卝卛x卝 为代数数 λ 在 Q匨λ匩 上的极小多项式, 且 卛Q匨λ匩 区

Q卝 匽 M > 卤卥卧y匨h匨x, y匩匩, 其中 h匨x, y匩 是将 h匨x, λ匩 中的 λ 由 y 替换得到的. 则

h匨x, y匩 在 Z卛x, y卝 中不可约.

证明. 假设 h匨x, y匩 匽 h1匨x, y匩h2匨x, y匩匬 其中 h1, h2 ∈ Z卛x, y卝匮 则

h匨x, λ匩 匽 h1匨x, λ匩h2匨x, λ匩.

因为h匨x, λ匩是α在Q匨λ匩卛x卝中的极小多项式匬所以h1匨x, λ匩 匽 匱或者h2匨x, λ匩 匽 匱匮

不妨设 h2匨x, λ匩 6匽 匱匮 由M > 卤卥卧y匨h匨x, y匩匩匬 再由证明引理 匵匮匱 时所采用的伪除

方法知 h1匨x, y匩 匽 匱匮 因此 h匨x, y匩 在 Z卛x, y卝 中不可约匮

为了选取参数 s 使得式 匨匵匮匹匩 成立匬 需要如下一些引理匮

引理 5.6. 若

|αiλj − βij| ≤ 匲−s+1 匨匵匮匱匰匩

对 匰 ≤ i ≤ n 和 匰 ≤ j ≤ m 成立, 则

|g匨α, λ匩− gβ| ≤ 匲−s+1匨mn匫m匫 n匩卨卥卩卧卨却匨g匩.

如下引理给出了一个当 g匨α, λ匩 6匽 匰 时匬 |g匨α, λ匩| 的下界匮

引理 5.7. 设 f匨x, y匩 ∈ Z卛x, y卝满足 卤卥卧x匨f匩 匽 n, 卤卥卧y匨f匩 匽 m, g匨x, y匩 ∈ Z卛x, y卝
满足 卤卥卧x匨g匩 ≤ n, 卤卥卧y匨g匩 ≤ m. 设 λ为次数为M ≥ 匲mn且满足 |λ| ≤ 匱/匲的代

数数, α 为 f匨x, λ匩的根, h匨x, λ匩为 α 在 Z卛λ卝卛x卝中的极小多项式. 若 g匨α, λ匩 6匽 匰,

则

|g匨α, λ匩| ≥ 匨匨匲mn匫 匱匩
1
2B匩1−M‖pλ‖−2mn

匴nB
, 匨匵匮匱匱匩

其中 B 匽 匨匲m+n卨卥卩卧卨却匨f匩卨卥卩卧卨却匨g匩匨n匫 匱匩
3
2 匨m匫 匱匩

5
2 匩n.
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证明. 若 卤卥卧x匨g匩 匽 匰匬 则 g匨α, y匩 匽 g匨y匩 ∈ Z卛y卝匮 由M ≥ 匲mn > m ≥ 卤卥卧y匨g匩 知

g匨λ匩 6匽 匰匮 由引理 匴匮匳匬 有

|g匨λ匩| ≥‖ g ‖1−M
1 ‖pλ‖−m. 匨匵匮匱匲匩

因此匬 由式 匨匵匮匱匲匩 知式匨匵匮匱匱匩 成立匮

现设 卤卥卧x匨g匩 > 匰匮 因为 h匨x, λ匩 为 α 在 Q匨λ匩卛x卝 中的极小多项式匬 又因为

g匨α, λ匩 6匽 匰匬 所以若将 h 和 g 看成是 Z卛x, y卝 的多项式匬 则 卧卣卤匨h, g匩 匽 匱匬 因此存

在 a, b ∈ Z卛x, y卝 使得
a · h匫 b · g 匽 R, 匨匵匮匱匳匩

其中R 匽 卒卥即x匨g, h匩 ∈ Z卛y卝匮 由于 卤卥卧x匨h匩 ≤ n 和 卤卥卧y匨h匩 ≤ m匬 有 卤卥卧y匨R匩 ≤
m 卤卥卧x匨g匩 匫 n 卤卥卧y匨g匩 ≤ 匲mn匬 卤卥卧x匨a匩 ≤ 卤卥卧x匨g匩 − 匱匬 卤卥卧y匨a匩 ≤ m匨卤卥卧x匨g匩 −
匱匩 匫 n 卤卥卧y匨g匩匬 卤卥卧x匨b匩 ≤ n− 匱匬 且 卤卥卧y匨b匩 ≤ m 卤卥卧x匨g匩 匫 匨n− 匱匩 卤卥卧y匨g匩匮

将 x 匽 α 和 y 匽 λ 代入式 匨匵匮匱匳匩 得

b匨α, λ匩g匨α, λ匩 匽 R匨λ匩,

因此匬

|g匨α, λ匩| 匽 |R匨λ匩|
|b匨α, λ匩|

. 匨匵匮匱匴匩

因为 R匨λ匩 6匽 匰匬 所以

|R匨λ匩| ≥‖ R ‖1−M
1 |pλ|−degy(R)

≥ 匨匨匱 匫 匲mn匩1/2‖R‖匩1−M‖pλ‖−2mn

≥ 匨匨匱 匫 匲mn匩1/2B匩1−M‖pλ‖−2mn.

匨匵匮匱匵匩

上式第一部分成立是因为引理 匴匮匳匬 第二部分成立是因为 卤卥卧y匨R匩 ≤ 匲mn 以及

‖R‖1 ≤ 匨匱 匫 卤卥卧y匨R匩匩
1/2‖R‖匮

因为 h匨x, y匩|f匨x, y匩匬 由 卛匷匳卝 知

卨卥卩卧卨却匨h匩 ≤ ‖h‖ ≤ 匲m+n‖f‖

≤ 匲m+n匨匱 匫 n匩
1
2 匨匱 匫m匩

1
2卨卥卩卧卨却匨f匩,

再由多项式行列式的 午卡卤卡卭卡卲卤 界 卛匶匲卝 知

卨卥卩卧卨却匨R匩 ≤ ‖R‖ ≤ B. 匨匵匮匱匶匩
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从而匬 式 匨匵匮匱匵匩 的第三部分成立匮

由式 匨匵匮匶匩 知 |α|i ≤ 匨匱 匫 匲−s匩n ≤ 匲匬 再结合 |λ| ≤ 匱/匲 得

|b匨α, λ匩| ≤ 卨卥卩卧卨却匨b匩
n−1∑
i=0

2mn−1∑
j=0

∣∣αi∣∣ · ∣∣λj∣∣
≤ 匴n · 卨卥卩卧卨却匨b匩

≤ 匴nB.

匨匵匮匱匷匩

式 匨匵匮匱匷匩 成立还因为式 匨匵匮匱匶匩 对将 R 替换成 b 后仍然成立匮 因此匬 由式 匨匵匮匱匴匩匬

式 匨匵匮匱匵匩 和式 匨匵匮匱匷匩 可得式 匨匵匮匱匱匩 成立匮 证毕匮

结合引理 匵匮匱 和引理 匵匮匷 中的条件匬 在本节的算法中匬 将选择代数数 λ 满足

|λ| ≤ 匱/匲 且其次数为M ≥ 匲m匨n匫 匱匩匮

现在匬 已做好了如何选取 s 的所有准备匮

引理 5.8. 若

匲s ≥ 匲
mn+3(m+n)+10

2 ‖f‖匨m匫 匱匩2匨n匫 匱匩2

匨匱 匫 匲mn匩
1−M

2 ‖pλ‖−2mn
· AM , 匨匵匮匱匸匩

其中 A 匽 匨匲
mn+5(m+n)+2

2 ‖f‖2匨n匫 匱匩
5
2 匨m匫 匱匩

7
2 匩n, 则如下不等式成立区

‖化h‖ < 匲m+n+1‖f‖匨n匫 匱匩匨m匫 匱匩, 匨匵匮匱匹匩

‖化g‖ > 匲(mn+3(m+n)+2)/2‖f‖匨n匫 匱匩匨m匫 匱匩. 匨匵匮匲匰匩

证明. 由 h 整除 f 知 卤卥卧x匨h匩 ≤ n 且 卤卥卧y匨h匩 ≤ m匬 所以 化h ∈ Λs匮 由 卛匷匳卝 知

卨卥卩卧卨却匨h匩 ≤ ‖h‖ ≤ 匲m+n‖f‖匮 结合 h匨α, λ匩 匽 匰 和引理 匵匮匶匬 有

‖化h‖2 匽 ‖h‖2 匫 匲2s|hβ|2

≤ 匨匲m+n‖f‖匩2 匫 匲2s匨匲−s+1匲m+n‖f‖匨mn匫 n匫m匩匩2

匽 匨匲m+n‖f‖匩2匨匱 匫 匴匨mn匫 n匫m匩2匩

< 匨匲m+n+1‖f‖匨n匫 匱匩匨m匫 匱匩匩2.

现证式 匨匵匮匲匰匩匮 因为 ‖化g‖2 匽 ‖g‖2 匫 匲2s|gβ|2匬 所以考虑两种情形区 若 ‖g‖ >
匲(mn+3(m+n)+2)/2‖f‖匨n 匫 匱匩匨m 匫 匱匩匬 则 |化g| > 匲(mn+3(m+n)+2)/2‖f‖匨n 匫 匱匩匨m 匫 匱匩匮

若 ‖g‖ < 匲(mn+3(m+n)+2)/2‖f‖匨n匫 匱匩匨m匫 匱匩匬 则证明

匲s |gβ| > 匲(mn+3(m+n)+2)/2‖f‖匨n匫 匱匩匨m匫 匱匩. 匨匵匮匲匱匩
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由引理 匵匮匶 和引理 匵匮匷 知

|gβ| ≥ |g匨α, λ匩| − 匲−s+1卨卥卩卧卨却匨g匩匨mn匫m匫 n匩

≥ 匨匱 匫 匲mn匩
1−M

2 ‖pλ‖−2mn

匴nAM

− 匲−s+1匲(mn+3(m+n)+2)/2‖f‖匨m匫 匱匩2匨n匫 匱匩2

≥ 匨匱 匫 匲mn匩
1−M

2 ‖pλ‖−2mn

匸nAM
.

所以 s 的选取条件式 匨匵匮匱匸匩 蕴含着式 匨匵匮匲匱匩 成立匮

引理 5.9. 设 f, h, n, m, λ, s, Λs 意义同上, 且式 匨5.18匩 成立. 若 化h ∈ Λs, 则
h 匽 ±v. 特别地,

‖化v‖ < 匲(mn+3(m+n)+2)/2‖f‖匨n匫 匱匩匨m匫 匱匩. 匨匵匮匲匲匩

证明. 若 化h ∈ Λs匬 则由式 匨匵匮匸匩 知 ‖化v‖ ≤ 匲((m+1)(n+1)−1)/2
∣∣化h∣∣匮 因此匬 由式 匨匵匮匱匹匩匬

式 匨匵匮匲匰匩 和引理 匵匮匸 知 ‖化v‖ < 匲(mn+3(m+n)+2)/2‖f‖匨n 匫 匱匩匨m 匫 匱匩匮 由此 h 整除

v匮 又 化h ∈ Λs匬 且 化v 为 Λs 的一组基中的元素匬 所以 h 匽 ±v匮

在算法中匬 对每个 m0 匽 匰, 匱, . . . ,m匬 取 n0 匽 匱, 匲, . . . , n进行探测匬 记格 Λs

的维数为 N 匽 n0匨m 匫 匱匩 匫m0 匫 匱匮 如果 N 是使得 化h ∈ Ls成立的最小的 Ls的

秩匬 则式 匨匵匮匲匲匩成立匬 于是得到一个 f匨x, y匩的因子匮 若 化h /∈ Ls匬 则需要一个更大
的 N 匮 如果对所有的 N 匬 式 匨匵匮匲匲匩都不成立匬 那么 h 匽 f 匮

5.1.2 算算算法法法、、、分分分析析析和和和实实实验验验

由以上分析可以得到一个分解二元有理多项式的符号匭数值混合计算的算

法匮 本节将描述和分析该算法匬 并给出一些该算法的具体实例匮

算法 5.1 匨卂卩卆卡卣却匩. 输入区 一个二元本原多项式 f匨x, y匩 ∈ Z卛x, y卝, 卤卥卧x匨f匩 匽 n,

卤卥卧y匨f匩 匽 m; 一个次数为M ≥ 匲m匨n匫 匱匩的代数数 λ且 |λ| ≤ 匱/匲.

输出区 f匨x, y匩在 Z卛x, y卝中的所有的不可约因子.

1. 去除 f 的单项式因子, 并更新 f 为无单项因子的多项式.

2. 重复执行以下步骤直到 f 匽 匱 区

(a) 对 匰 ≤ j ≤ m, 计算使得式 匨5.5匩成立的 化λj ∈ Q.
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(b) 令 fλ̄ 区匽
∑n

i=0

∑m
j=0 fi,jx

i化λj. 计算 fλ̄ 的一个近似根 化α. 对 匰 ≤ i ≤ n,

匰 ≤ j ≤ m, 计算 βij 使得 (5.10)成立.

(c) 对 n0 从 匱 到 n, 对m0 从 匰 到m 执行以下步骤区

i. 计算使式 匨5.18匩成立的最小的 s ∈ Z, 并调用 LLL 算法计算维数为

N 的格 Λs的一组 LLL-约化基.

ii. 若式 匨5.22匩成立则执行以下步骤区

A. 输出 h 匽 v.

B. 令 f 区匽 f/h.

C. 若 f 是一个单变元多项式, 则调用 Factor(f), 输出因子, 终止

算法.

(d) 输出 h 匽 f .

(e) 令 f 区匽 f/h.

算法 匵匮匱的第一步处理了一种特殊情形匬 这保证了 fλ 6匽 匰匬 于是 βij 也不为

匰匮 从而 卌卌卌匭算法能够正确的计算出 Λs的一组约化基匮

在运行算法 匵匮匱的步骤 匲匨卣匩卩卩卂后匬 f 可能变为单变元的多项式匬 此时算法

匵匮匱调用任意的一个一元多项式的因式分解算法 Factor匬 然后直接输出结果匮

算法 5.1 的分析. 首先匬 由第 匵匮匱匮匱节的分析易知算法 匵匮匱能够正确的给出一个

二元的本原多项式的因式分解匮

现在匬 来考虑算法 匵匮匱的时间复杂度匮 由式 匨匵匮匱匸匩知

s 匽 O匨n3m2 匫 n2m 卬卯卧 ‖f‖匩. 匨匵匮匲匳匩

由 卛匷匳卝 知计算 fλ̄ 的一个绝对值 < 匱的根的 匲−s−1匭近似 化α需要

O匨n2匨卭卡卸{s, n 卬卯卧 ‖fλ̄‖}匩1+ε匩

次位操作匮 又由式 匨匵匮匵匩和式 匨匵匮匲匳匩 知 卬卯卧 ‖fλ̄‖ 匽 O匨mn2匨n3m2 匫 n2m 卬卯卧 ‖f‖匩匩匬
所以计算 化α需要

O匨mn5匨n3m2 匫 n2m 卬卯卧 ‖f‖匩1+ε匩

次位操作匮

另外匬 计算 h需要 O匨化nn2m3匨n3m2 匫 n2m 卬卯卧 ‖f‖匩2+ε匩次位操作匬 其中 化n 匽

卤卥卧x匨h匩匮 又 ‖f/h‖ ≤ 匲m+n‖f‖匬 所以完全分解 f 为不可约因子的乘积需要

O匨n3m3匨n3m2 匫 n2m 卬卯卧 ‖f‖匩2+ε匩次位操作匮 于是有
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定理 5.10. 算法 5.1能够在多项式时间内正确计算 f匨x, y匩 ∈ Q卛x, y卝的因式分

解, 至多需要位操作的次数为 O匨n3m3匨n3m2 匫 n2m 卬卯卧 ‖f‖匩2+ε匩.

这个结果相对于 卛匷匳卝 中的算法匬 在时间复杂度上减少了一个 卬卯卧4+ε匨mn匩因

子匮 而以下的实验也显示匬 该算法对于小规模的二元多项式匬 有较高的效率匮

实例研究. 在计算机代数系统卍卡印卬卥中匬 算法 匵匮匱可以得到成功的实现匮 这里列

举几个简单的例子匬 使得算法 匵匮匱能更加清晰明了匮 本小节余下部分的实验结果

都是在 匲匮匵匳 升午卺 卐卉卖 千卐单匬 内存 匳匸匴卍卢的 卐千 中南卩卮卤卯卷即 単卐操作系统下利

用卍卡印卬卥 匱匱计算得到的匮

在下面的例子中匬 均设 λ 匽 匳−1/(2m(n+1))匮 于是 pλ匨x匩 匽 匳x2m(n+1) − 匱匬

‖pλ‖ 匽
√
匱匰匮 运行 卌卌卌匭算法后得到向量 v 匽 匨v00, v01, . . . , v0m, v11, . . . , vnm匩匬 其

对应的多项式为
∑n

i=0

∑m
j=0 vijx

iyj匮

例 5.1. 设 f 区匽 匲x2匫匳xy匫匲x匫y匫y2匮 对上述 f 有 n 匽 匲匬 m 匽 匲匬 卨卥卩卧卨却匨f匩 匽 匳匬

‖f‖ 匽
√
匱匹匮 首先根据式 匨匵匮匱匸匩计算出 s的取值匮 在这个算例中匬 s 匽 匳匲匬 而若采

用文献 卛匷匳卝中的方法匬 则 s 匽 匱匴匸匮 然后计算出 fλ̄的根

卛 − .匴匴匲匵匴匴匰匷匶匰匳匵匷匳匰匱匲匰匷匷匳匷匷匹匴匱匲匹匵匸匱匴,

− 匱.匸匸匵匰匸匸匱匵匲匰匷匱匴匶匰匲匴匱匵匴匷匵匵匸匸匲匵匹匱匶匳 卝

选取绝对值 ≤ 匱的

化α 匽 −.匴匴匲匵匴匴匰匷匶匰匳匵匷匳匰匱匲匰匷匷匳匷匷匹匴匱匲匹匵匸匱匴.

通过运行算法 匵匮匱可以得到一个向量 匨 匰., 匱., 匰., 匲., 匰., 匰., 匰., 匰., 匰., 匰., 匰.匩匮 该

向量正好对应 f 的一个因子 匲y匫 x匮 接着用 f/匨匲y匫 x匩 匽 匱匫 y匫 x更新 f 匬 得到

f 的不可约分解为 匨匲y 匫 x匩匨匱 匫 y 匫 x匩匮

表 匵匮匱是对一些随机生成的多项式匬将算法 匵匮匱、文献 卛匷匳卝中的算法和卍卡印卬卥

匱匱中 factor进行比较得到的匬 其中 n,m分别表示输入多项式 f 关于 x匬 y的次

数匬 H 表示 f 的高度匬 sHL 表示文献 卛匷匳卝算法需要的 s的取值匬 sal 是算法 匵匮匱要

求的 s的取值匬 tal 和 tfa分别表示本文的算法所需时间和直接利用 factor命令

所需的时间匮

从表 匵匮匱可知区 对表中实例匬 算法 匵匮匱的运行时间略优或接近于 factor的

运行时间匮 然而由定理 匵匮匱匰知匬 算法 匵匮匱的运行时间由 s和 ‖f‖共同决定匬 而 s
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表 匵匮匱区 算法 匵匮匱的性能

i 匨n,m匩 H sHL sal sl tal匨s匩 tfa匨s匩

匱 匨匲匬匲匩 匳 匱匴匸 匳匲 匱匰 匰匮 匰匮

匲 匨匳匬匲匩 匹 匵匰匷 匷匶 匱匶 匰匮匰匳匱 匰匮匱匲匵

匳 匨匴匬匴匩 匳 匸匰匰匰 匱匰匲匴 匳匰 匰匮匰匴匷 匰匮匰匳匲

匴 匨匴匬匵匩 匶 匱匰匰匰匰 匲匰匰匰 匳匸 匰匮匰匳匰 匰匮匰匴匷

匵 匨匲匬匲匩 匷匹匲匴匷 匴匱匰匰 匱匰匲匴 匷匱 匰匮匱匲匵 匰匮匱匸匷

匶 匨匳匬匲匩 匷匸匲 匵匰匰 匷匲 匶匳 匰匮匰匱匴 匰匮

匷 匨匴匬匴匩 匲匵匳匸匲 匸匰匰匰 匱匰匲匴 匱匰匸 匰匮匰匴匷 匰匮匰匶匳

匸 匨匳匬匶匩 匳匵匴匲 匳匱匱匰匴 匱匹匴匴 匷匷 匰匮匰匴匶 匰匮匰匳匲

具有式 匨匵匮匲匳匩中的大小匮 所以当 n, m或 ‖f‖增加时匬 s也会随之增加匬 这在很大

程度上影响着算法 匵匮匱的效率匮 通过更多的实例研究发现匬 对算法 匵匮匱可以采用

更小的 s匮 在表 匵匮匱中匬 sl 就是表示在算法 匵匮匱正确运行的前提下匬 s可取的最小

值匮 实际上匬 在上表中 tal 的数据都是用 sl 得到的匮 此时算法的效率会相应地提

高匮 对任意的输入匬 如果能够找出在算法 匵匮匱正确运行的前提下匬 最小的 s的取

值匬 则算法 匵匮匱的复杂度将进一步降低匮

尽管如此匬 该算法对于次数很高的有理二元多项式匬 其运行效率远不如

卍卡印卬卥中的 factor 命令匮 一方面是由于构造格的时候匬 已带入了很多关于多项

式本身的信息匬 所以复杂度必不会很低匮 另一方面匬 当次数很高的时候匬 由于 s

选取得也很大匬 从而在恢复极小多项式的时候所需要的精度也就越高匮 这也降低

了算法的效率匮 然而匬 算法 匵匮匱 仍不失为一个基于符号匭数值混合计算的有理二

元多项式因式分解的解决方案匬 尤其是对规模不大匬 次数不高的情形具有不错的

效果匮

另外匬 尽管本节中讨论的极小多项式的恢复技术采用的是基于 卌卌卌算法的

重构算法 匨第 匴匮匱 节匩匬 但是基于 卓卉卒卄 算法的代数数近似重构方案 匨第 匴匮匲节匩 仅

需作微小调整便可应用于算法 匵匮匱 中匮 若如此匬 其复杂度结果并不会改变匬 因此

不再赘述匮

下一节中将给出一个非常高效的因式分解算法匬 其基本思想是由待分解多

项式 f 的部分信息出发匬 通过推广的 午卥卮即卥卬提升匬 使得 f 的各个因子逐项显现匮
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5.2 基基基于于于 Newton 多多多胞胞胞体体体的的的稀稀稀疏疏疏分分分解解解算算算法法法

对于一个满足假设 (H) 匨见第 匵匮匲匮匱 节匩 的有理二元多项式 f匨x, y匩匬 本节将

给出一个高效的因式分解算法匮

5.2.1 假假假设设设 (H)

在众多的二元多项式因式分解方法中匬最流行的技术就是 卜提升和重组匢匮欲

分解 f匨x, y匩 ∈ Z卛x, y卝匬 首先在 Q 上分解 f匨x, 匰匩匬 然后在一个幂级数代数 匨印卯卷卥卲

即卥卲卩卥即 卡卬卧卥卢卲卡匩 上提升 f匨x, 匰匩 的因子匬 最后通过因子重组得到 f匨x, y匩 在 Q 上
的因式分解匮 其中的提升技术是经典的 Hensel 提升 匨见 卛匶匰匬 千卨卡印匮 匶卝匩匬 并称

f匨x, 匰匩 的因子为经典的 午卥卮即卥卬 提升的初始因子 匨卩卮卩却卩卡卬 卦卡卣却卯卲即匩匮

本节将要给出一个推广的 Hensel 提升 匨卧卥卮卥卲卡卬卩卺卥卤 午卥卮即卥卬 卬卩卦却卩卮卧匩 技术匬 其

初始因子所起的作用与经典的 午卥卮即卥卬 提升类似匬 但其定义不同于经典的 午卥卮即卥卬

提升匮 为了解释它们之间的不同之处匬 需要引进如下一些概念匮

对于 V ⊆ Rn匬 定义其凸包 匨卣卯卮卶卥卸 卨卵卬卬匩 为如下集合

卣卯卮卶匨V 匩 匽

{
k∑
i=1

λivi 区 vi ∈ V, λi ∈ R≥0, 且
k∑
i=1

λi 匽 匱

}
,

其中 R≥0 表示非负实数集合匮 若 V 是有限集匬则称 卣卯卮卶匨V 匩为凸多面体 匨卣卯卮卶卥卸

印卯卬卹却卯印卥匩匮 称凸多面体中的一个点为顶点 匨卶卥卲却卥卸匩匬 若其不在多面体中任意两点

形成的线段之间匮 凸多面体的边 匨卥卤卧卥匩 是两个顶点所形成的线段匮 易知匬 凸多

面体总是其所有顶点所形成的集合的凸多面体匮 对于二元多项式 f 匽
∑
fi,jx

iyj匬

其 Newton 多胞体 匨华卥卷却卯卮 印卯卬卹却卯印卥匩 定义为所有满足 fij 6匽 匰 的点 匨i, j匩 所形

成的集合的凸多面体匬 记作 Nf 匮

定义 5.1. 定义 f 的 Newton 线 匨华卥卷却卯卮 卬卩卮卥匩 为 Nf 的一条边匬 其中一个顶点

为 Nf 最右下方的一个顶点匬 另一个顶点使得 Nf 中没有在 华卥卷却卯卮 线之下的顶

点匮 称 f 中那些在 华卥卷却卯卮线上的项所形成的多项式为 Newton 多项式 匨华卥卷却卯卮

印卯卬卹卮卯卭卩卡卬匩匬 记作 f (0)匨x, y匩匮

由此定义决定的 华卥卷却卯卮 线和 华卥卷却卯卮 多项式均由多项式 f 唯一确定匮 令 卞δ

和 卞d > 匰 为两个整数使得 卧卣卤匨卞δ, 卞d匩 匽 匱且 卞δ/ 卞d 为 f 的 华卥卷却卯卮 线的斜率匮 若斜

率为 匰匬 则令 卞δ 匽 匰匬 卞d 匽 匱匮
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定义 5.2. 对整数 k ≥ 匰 和整数 n > 匰匬 定义

Ik匨n匩 区匽
{
xjy−(n−j)δ̂/d̂ · yk/d̂ 区 j 匽 匰, · · · , n

}
.

定义 5.3. 设 f 和 g 为 Z卛x, y卝 中的两个多项式匮 对整数 k ≥ 匰 和整数 n > 匰匬 定

义 f − g ≡ 匰 卭卯卤 Ik匨n匩 匨或记为f ≡ g 卭卯卤 Ik匨n匩匩 使得 f − g 中 xj 的稀疏关

于 y 的最低次数不低于 匨k − 卞δ匨n− j匩匩/ 卞d匬 其中 j 匽 匰, · · · , n匮

通常匬 f ≡ g 卭卯卤 I 通常表示f − g 属于理想 I匬 而此处的记号 卭卯卤 不同于

通常意义匮

定义 5.4. 设 f 为一个整系数二元多项式匬 G1, · · · , Gr 为其在 Q 上的所有的不
可约因子匬 di 为 Gi 关于 x 的次数匮 对 i 匽 匱, · · · , r匬 定义 f 的初始因子 匨卩卮卩却卩卡卬

卦卡卣却卯卲即匩 为使得如下条件成立的 G
(0)
i 区{

G
(0)
i ≡ 匰 卭卯卤 I0匨di匩,

G
(0)
i ≡ Gi 卭卯卤 I1匨di匩.

例 5.2. 设 f 匽 x8 − 匳x4y2 匫 匵 x4y5 − 匴 y4 匫 匵 y7 匫 匲 y3x4 − 匸 y5 匫 匱匰 y8匮 在 Q 上匬

f 有两个不可约因子 G1 匽 x4 匫 y2 匫 匲 y3 和 G2 匽 x4 − 匴 y2 匫 匵 y5匮

ex

ey

Newton线

图 匵匮匱区 多项式 f 的 华卥卷却卯卮 多胞体

图 匵匮匱 描述了 f 的 华卥卷却卯卮 多胞体匬 其中 ex 和 ey 分别表示单项式 xexyey 关

于 x 和 y 的次数匮 因此匬 f 的 华卥卷却卯卮 多项式为

f (0)匨x, y匩 匽 x8 − 匳x4y2 − 匴 y4.
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该多项式的每一项都对应于其 华卥卷却卯卮 线上的一个整点 匨见图 匵匮匱匩匮 对此例匬

卞δ 匽 −匱匬 卞d 匽 匲匮 因此匬

I0匨匴匩 匽
{
y2, xy

3
2 , x2y, x3y

1
2 , x4

}
.

如图 匵匮匲 所示匬 该集合对应了 G2 的 华卥卷却卯卮 线上 ex 匽 匰, 匱 . . . , 卤卥卧x匨G2匩 的点匮

同时匬

I1匨匴匩 匽
{
y

5
2 , xy2, x2y

3
2 , x3y, x4y

1
2

}
.

于是匬 由定义 匵匮匴 知 G
(0)
2 匽 x4 − 匴 y2 是 f 的一个初始因子匮 值得注意的是匬 G

(0)
2

在 Q 上可约匮

ex

ey

图 匵匮匲区 多项式 G2 的 华卥卷却卯卮 多胞体

在本章余下的部分匬 设 f匨x, y匩 ∈ Z卛x, y卝 和其如定义 匵匮匴中所述的初始因子

满足如下假设区

(H)


匨a匩 f 无平方且无单项式因子医

匨b匩 f 关于 x 的首项系数为 匱医

匨c匩 f 的所有的初始因子的最大公因子为 匱.

实际上匬 匨午卡匩 和 匨午卢匩 的限制并不是必须的匬 此处只是为了描述的方便区 若

f 有单项式因子匬 则能够通过计算 f/ 卧卣卤匨f, ∂f
∂x
匩 或 f/ 卧卣卤匨f, ∂f

∂y
匩 消除医 首项系数



男甶 若干符号数值混合计算问题的理论和算法研究

问题也能够由文献 卛匸匶匬 匱匴匴匬 匱匴匵卝 中的技术来解决匮 但是匬 匨午卣匩 是必须的匮 同时匬

匨午卣匩规定了本节所讨论方法的适用范围匮

计算模型. 如文献 卛匳匰匬 匹匸匬 匱匰匱卝 所采用的计算模型一样匬 此处也采用计算树模型

匨卣卯卭印卵却卡却卩卯卮卡卬 却卲卥卥 卭卯卤卥卬匩 匨见 卛匳匲匬 千卨卡印匮 匴卝匩匮 粗略地说匬 这意味着基域上的所

有算术操作 匨匫,−,×,÷匩 和比较都能在单位时间内完成匮 用M匨n匩 表示两个次数

不超过 n 的多项式乘法的复杂度匮 如文献 卛匵匸匬 千卨卡印匮 匸卝 中所述匬 假设 M 满足

卜超加法性质匢区 对正整数m 和 n匬 M匨m 匫 n匩 ≥ M匨m匩 匫M匨n匩匮 常数 ω 表示线性

代数指数匬 即两个 n× n 矩阵乘法能够在O匨nω匩 次算术操作内完成 匨匲 < ω ≤ 匳匩匬

同时匬 n × n 矩阵求逆也具有此复杂度 匨见 卛匱匲匶匬 千卨卡印匮 匲卝匩匮 另外匬 记号 卾O 表
示忽略了其中的对数因子匮 如 卛匵匸匬 千卨卡印匮 匲匵卝匬 若存在两个正整数 c和 N 使得

f匨n匩 ≤ g匨n匩匨卬卯卧匨匳 匫 g匨n匩匩匩c 对所有的 n ≥ N 成立匬 则记为 f ∈ 卾O匨g匩匮

算法概述. 在假设 匨午匩 成立的情况下匬 考虑如下的分解算法区

匱匮 在 Z卛x, 卞y卝 上分解 华卥卷却卯卮 多项式 f (0)匨x, y匩匬 记为 f (0) 匽 g1 · · · gs匬 其中
卞y 匽 y−δ̂/d̂匮

匲匮 通过组合 g1, · · · , gs 得到初始因子 G
(0)
1 , · · · , G(0)

r 匮

匳匮 提升 f 的初始因子得到在 Z 上的不可约因子匮

显然匬 这个算法不同于传统的提升重组算法匬 因为这里的算法是先重组再提

升匮 这个算法的第一个阶段本质上是分解单变量多项式 匨见命题 匵匮匱匸匩匮 因此匬 将

着重考察后面的两个步骤匮

首先匬 算法所采用的提升为推广的 午卥卮即卥卬 提升匮 本文的一些概念是受

到 卓卡即卡卫卩 等提出扩展的 Hensel 构造 匨卥卸却卥卮卤卥卤 午卥卮即卥卬 卣卯卮即却卲卵卣却卩卯卮匩 的启发

卛匷匴匬 匷匵匬 匷匸匬 匷匹匬 匱匳匲卻匱匳匴匬 匱匳匶卝而得到的匮此处推广的午卥卮即卥卬提升与扩展的午卥卮即卥卬

构造的主要区别体现在如下两个方面匮 第一匬在定义 Ik匨n匩 时引入了参数 n匬 这可

以看作是扩展的 午卥卮即卥卬 构造中相应定义的推广匬 但是这一推广纠正了文献 卛匱匳匴卝

中的式 匨匳匮匱匱匩匬 而这在提升过程中起着至关重要的作用匮 另外匬 此处的算法重新

定义了 f 的初始因子匮 这样做的好处是提升开始于初始因子匬 从而保证了在提

升过程中所有的提升因子均在 Z卛x, y卝 内匮 而扩展的 午卥卮即卥卬 构造中匬 只能保证提

升因子在某幂级数代数中匮 另外匬 在提升过程中匬 此处的算法保持了稀疏性匬 即

在提升过程中匬 因子的乘积不会产生不在 f 中的项匬 从而克服了传统的 午卥卮即卥卬

提升可能遇到的中间过程膨胀问题匮

为了得到正确的初始因子匬 将采用一种基于数值线性代数的新颖的方法匮
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其基本思想是首先采用如文献 卛匲匴匬 匳匰匬 匶匸匬 匹匶匬 匱匰匱卝 的对数方法匬 将因子重组

问题转化为线性代数问题匮 因为 f (0) 匽 G
(0)
1 · · ·G

(0)
r 匨见引理 匵匮匱匴匩匬 所以必存在

µi 匽 匨µj,i匩 ∈ {匰, 匱}s 使得 G
(0)
i 匽

∏s
j=1 g

µj,i
j 对 i 匽 匱, · · · , r 成立匮 在两边取对数

后得到

卌卮G
(0)
i 匽

s∑
j=1

µj,i卌卮 gj.

其中匬 对 z ∈ C匬 卌卮 z 表示复的对数函数匮 与传统方法不同的是匬 此处将通过赋值

来建立方程匮 因此 µi 便能够通过数值计算得到匮

5.2.2 推推推广广广的的的 Hensel 提提提升升升

设多项式 f ∈ Z卛x, y卝 满足假设 匨午匩 且 G1, · · · , Gr 为其在 Q 上的不可约因
子匮 本节将假设初始因子 G

(0)
1 , · · · , G(0)

r 已经得到匮 在这些假设下匬 将给出推广的

午卥卮即卥卬 提升算法匮 该提升能够保持稀疏性匬 进一步地匬 提升过程中的所有结果都

在 Z卛x, y卝 中匮

Moses-Yun 多项式. Moses-Yun 多项式在提升过程中将起着至关重要的作用匬

其概念由如下引理给出匮

引理 5.11. 设 hi匨x, y匩 匨i 匽 匱, · · · , r匩 为关于 x 和 y 的齐次多项式, r ≥ 匲,

卤卥卧x匨hi匩 匽 di ≥ 匱, 并且满足

卧卣卤匨hi, hj匩 匽 匱 i 6匽 j. 匨匵匮匲匴匩

则对每一个 l ∈ {匰, · · · , dx − 匱}, 存在唯一的多项式集合
{
W

(l)
i 匨x, y匩

}
使得

W
(l)
1 卛h1 · · ·hr/h1卝 匫 · · ·匫W (l)

r 卛h1 · · ·hr/hr卝 匽 xlydx−l,

卤卥卧x匨W
(l)
i 匩 < 卤卥卧x匨hi匩, i 匽 匱, · · · , r,

匨匵匮匲匵匩

其中 dx 匽
∑r

i=1 di. 进一步地, W
(l)
i 为总次数为 di 的关于 x 和 y 的齐次多项式.

称W
(l)
i 匨i 匽 匱, · · · , r, l 匽 匰, · · · , dx− 匱匩 为Moses-Yun (插值) 多项式匮 其意

义在于可以将 华卥卷却卯卮 线上的项由初始因子表出匮 该引理及其证明可以在文献

卛匱匳匴卝 中找到匮 另外匬 该引理的单变元情形可在文献 卛匱匳匶匬 匱匳匷卝 中找到匮 由该引理

的证明过程匬 可以得到如下计算卍卯即卥即匭卙卵卮 多项式的算法匮
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算法 5.2 匨卍卯即卥即匭卙卵卮匩. 输入区 hi匨x, y匩 匨i 匽 匱, · · · , r匩 满足引理 5.11 中的条件.

输出区 Moses-Yun 多项式W
(l)
i .

1. 对 i 从 匱 到 r, 令 G 区匽 hi匨x, 匱匩, H 区匽
∏r

j=1 hj匨x, 匱匩/G. 对 V 和W 调用扩展

的 Euclid 算法使得 V G 匫WH 匽 匱, 卤卥卧匨V 匩 < 卤卥卧匨H匩 且 卤卥卧匨W 匩 < 卤卥卧匨G匩;

对 l从 匱到 dx−匱,令W
(l)
i 匨x, 匱匩 区匽 卲卥卭

(
xW

(l−1)
i , G, x

)
,其中W

(0)
i 匨x, 匱匩 匽 W .

2. 对每一个W
(l)
i 匨x, 匱匩 齐次化使得W

(l)
i 匨x, y匩 为关于 x 和 y 的总次数为 di 的齐

次多项式. 输出W
(l)
i 匨x, y匩.

若 G,H ∈ Z卛x卝匬 则由 卓卹卬卶卥即却卥卲 结式的性质 匨卛匴匱匬 §匳匮匵匬 卐卲卯印卯即卩却卩卯卮 匹卝匩 知步

骤 匱 中的W 满足

卨卥卩卧卨却匨W 匩 ≤ 卭卡卸{卨卥卩卧卨却匨G匩, 卨卥卩卧卨却匨H匩}degG+degH−1.

因此匬

卨卥卩卧卨却匨W
(l)
i 匩 ≤ 卭卡卸{卨卥卩卧卨却匨G匩, 卨卥卩卧卨却匨H匩}degG+degH . 匨匵匮匲匶匩

命题 5.12. 算法 5.2 能够在 O 匨r 卬卯卧 dxM匨dx匩 匫 d2
x匩 次算术操作内正确地计算

Moses-Yun 多项式.

证明. 算法 匵匮匲 的正确性可由引理 匵匮匱匱 及其证明保证匮 步骤 匱 中匬 为了计算 H匬

首先计算
∏
hi匨x, 匱匩匮 计算 r 个次数之和为 dx 的单变元多项式乘积最多花费

O匨M匨dx匩 卬卯卧 r匩 次算术操作 卛匵匸匬 千卨卡印匮 匱匰卝匮 之后对 i 从 匱 到 r 计算 H 至多需要

rM匨dx匩 次算术操作匮 由 卛匵匸匬 千卨卡印匮 匱匱卝匬 扩展的 卅卵卣卬卩卤算法需要O 匨M匨dx匩 卬卯卧 dx匩

次操作匮 此处需要调用扩展的 卅卵卣卬卩卤 算法 r 次匮 故总共需要 O 匨rM匨dx匩 卬卯卧 dx匩

次操作匮 进一步地匬 通过带余除法计算所有的 W
(l)
i 匨x, 匱匩 需要 O匨rM匨dx匩匩 次操

作匮 由引理 匵匮匱匱匬 W
(l)
i 匨x, y匩 是一个总次数为 di 的关于 x 和 y 的齐次多项式匮 因

此匬 对每一个 l匬 至多花费 d1 匫 · · ·匫 dr 匽 dx 次操作来齐次化W
(l)
i 匨x, y匩匬 因此匬 步

骤 匲 最多需要 O匨d2
x匩 次操作匮 综上匬 算法匵匮匲 至多需要 O 匨r 卬卯卧 dxM匨dx匩 匫 d2

x匩 次

算术操作匮

推广的 Hensel 提升. 回顾如定义 匵匮匳中的卭卯卤 操作以及

Ik匨n匩 区匽
{
xjy−(n−j)δ̂/d̂ · yk/d̂ 区 j 匽 匰, · · · , n

}
, 匨匵匮匲匷匩
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其中 卞δ 和 卞d > 匰 是两个整数使得 卧卣卤匨卞δ, 卞d匩 匽 匱 且 卞δ/ 卞d 为 f 的 华卥卷却卯卮 线的斜率医

若斜率为 匰匬 则 卞δ 匽 匰匬 卞d 匽 匱匮 令 卞y 匽 y−δ̂/d̂匮 则集合 Ik匨n匩 中的每个元素都可以看

成是 yk/d̂ 和一个 n 次齐次项 xj卞yn−j 的乘积匮 若 n 匽 dx匬 则将 Ik匨dx匩 简记为 Ik匬

其中 dx 是 f 关于 x 的次数匮 由定义 匵匮匲 知 f 的每一个单项都包含在某一个 Ik

中匮 比如匬 f (0)匨x, y匩 的每一个单项都在 I0 中匬 即

f (0) ≡ 匰 卭卯卤 I0 卡卮卤 f (0) ≡ f 卭卯卤 I1. 匨匵匮匲匸匩

从几何的角度来讲匬 每一个 Ik 对应于一条平行于 华卥卷却卯卮 线的直线匬 而 f ≡ g

卭卯卤 Ik 意味着 f − g 的所有的单项都在对应于 Ik−1 的直线之上匨如例 匵匮匲 所示匩匮

引理 5.13. 设 卞Gi 匨i 匽 匱, · · · , r匩 为关于 x 和 卞y 的整系数多项式, r ≥ 匲 且

卤卥卧x匨 卞Gi匩 匽 di ≥ 匱. 对固定的整数 匲 ≤ m ≤ r, 若对 i 匽 匱, · · · ,m, 卞Gi 的每一个

单项在集合 Ik匨di匩 中且 卞Gj ≡ G
(0)
j 卭卯卤 I1匨dj匩 对 j 匽 m匫 匱, · · · , r 成立, 则

m∏
i=1

卞Gi

r∏
j=m+1

卞Gj ≡ 匰 卭卯卤 Ik+1 匨dx匩 , 匨匵匮匲匹匩

其中 dx 匽 卤卥卧x匨 卞G1 · · · 卞Gr匩, k ≥ 匱.

证明. 记式 匨匵匮匲匹匩 中的乘积为 P 匽 P1 · P2匮 现考查 P 关于 xj 的系数关于 y 的

最低次数匬 记为 卬卤卥卧匨卣卯卥匋匨P, xj匩, y匩匮 则

卬卤卥卧
(
卣卯卥匋

(
P, xj

)
, y
)
匽 卬卤卥卧

( ∑
`1+`2=j

卣卯卥匋
(
P1, x

`1
)
· 卣卯卥匋

(
P2, x

`2
)
, y

)

≥匨d1 匫 · · ·匫 dm − `1匩 · 匨−卞δ匩
卞d

匫
mk

卞d
匫

匨dm+1 匫 · · ·匫 dr − `2匩 · 匨−卞δ匩
卞d

≥匨匲k − 卞δ匨dx − j匩匩
卞d

≥ 匨k 匫 匱− 卞δ匨dx − j匩匩
卞d

,

其中第一个不等号是因为 卞Gi 的每一个单项在集合 Ik匨di匩 中且 卞Gj ≡ G
(0)
j

卭卯卤 I1匨dj匩 匨 j 匽 m匫 匱, · · · , r匩匬 第二个不等号是因为m ≥ 匲匬 最后一个不等号是

因为 k ≥ 匱匮 于是由定义 匵匮匳 知结论成立匮

该引理在提升过程中扮演着重要的角色匮 尽管引理 匵匮匱匳 的证明对 k 匽 匰 不

成立匬 但此时仍有下面的引理成立匮
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引理 5.14. 设 f 为 Z卛x, y卝 中的二元多项式, f (0) 为其 Newton 多项式, Gi 为其

在 Q 上的不可约因子, G
(0)
i 为其初始因子 匨i 匽 匱, · · · , r匩. 则

f (0) 匽 G
(0)
1 · · ·G(0)

r .

证明. 由定义 匵匮匴 知

G
(0)
i ≡匰 卭卯卤 I0匨di匩,

G
(0)
i ≡Gi 卭卯卤 I1匨di匩.

于是匬 由定义 匵匮匳 容易验证

G
(0)
1 · · ·G(0)

r ≡匰 卭卯卤 I0,

G
(0)
1 · · ·G(0)

r ≡G1 · · ·Gr 卭卯卤 I1.

再由式 匨匵匮匲匸匩 知结论成立匮 证毕匮

下面将给出推广的 午卥卮即卥卬 提升匬 其中以 Ik 匨k 匽 匱, 匲, · · · 匩 为模匮 几何上来看匬

每一次推广的 午卥卮即卥卬 提升都将所有的因子沿着 ey 的正方向提升 y1/d̂ 匨如图 匵匮匲

所示匩匮

定理 5.15 匨推广的 午卥卮即卥卬 提升匩. 设 f ∈ Z卛x, y卝 满足假设 (H), G1, · · · , Gr 为其

有理不可约因子. 令 f (0) 为 f 的 Newton 多项式, G
(0)
1 , · · · , G(0)

r 匨r ≥ 匲匩 为其初

始因子, 卤卥卧x G
(0)
i 匽 di ≥ 匱. 并令 Ik匨n匩 匨k 匽 匰, 匱, 匲, · · · 匩 如式 匨5.27匩. 则对任意

的非负整数 k, 存在唯一的 匁G
(k)
i ∈ Z卛x, y卝 使得其每个单项都在 Ik匨di匩 中, 并且

Gi ≡ G
(0)
i 匫

k∑
j=0

匁G
(j)
i 卭卯卤 Ik+1匨di匩, 匨匵匮匳匰匩

f ≡
r∏
i=1

(
G

(0)
i 匫

k∑
j=0

匁G
(j)
i

)
卭卯卤 Ik+1.

证明. 对 k 使用数学归纳法匮 当 k 匽 匰 时匬 对 i 匽 匱, · · · , r匬 令 匁G
(0)
i 匽 匰 匮 由引

理 匵匮匱匴 知该定理成立匮 假设定理对 k − 匱 匨k ≥ 匱匩 为真匮 令

G
(k−1)
i 匽 G

(0)
i 匫

k−1∑
j=0

匁G
(j)
i .
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由归纳假设匬

f匨x, y匩 ≡
r∏
i=1

G
(k−1)
i 匨x, y匩 卭卯卤 Ik.

令

匁f (k)匨x, y匩 匽 f匨x, y匩−
r∏
i=1

G
(k−1)
i 匨x, y匩 卭卯卤 Ik+1. 匨匵匮匳匱匩

则匁f (k)匨x, y匩 ∈ Z卛x, y卝 可以表示为

匁f (k)匨x, y匩 匽 c
(k)
dx−1 · x

dx−1卞y 匫 · · ·匫 c
(k)
0 · 卞ydx ,

c
(k)
l 匽 a

(k)
l yk/d̂, a

(k)
l ∈ Z, l 匽 匰, · · · , dx − 匱.

匨匵匮匳匲匩

由引理 匵匮匱匱匬 对 G
(0)
i 计算W

(l)
i 匬 其中 i 匽 匱, · · · , r匬 l 匽 匰, · · · , dx − 匱匮 构造 匁G

(k)
i

为

匁G
(k)
i 匨x, y匩 匽

dx−1∑
l=0

W
(l)
i 匨x, 卞y匩c

(k)
l . 匨匵匮匳匳匩

易知其每一个单项都在集合 Ik匨di匩中匮 令G
(k)
i 匨x, y匩 匽 G

(k−1)
i 匨x, y匩匫匁G

(k)
i 匨x, y匩匮

则

f −
r∏
i=1

G
(k)
i 匽 f−

r∏
i=1

(
G

(k−1)
i 匫匁G

(k)
i

)
卭卯卤 Ik+1

≡ f−

(
r∏
i=1

G
(k−1)
i 匫

r∑
i=1

匁G
(k)
i

G
(0)
i

r∏
j′=1

G
(0)
j′

匫
r∑
i=1

r∑
j=1

匁G
(k)
i 匁G

(k)
j

G
(0)
i G

(0)
j

r∏
j′=1

G
(0)
j′ 匫 · · ·

)
卭卯卤 Ik+1.

因为匁G
(k)
i 匨x, y匩 的每一个单项在 Ik匨di匩 中匬 由引理 匵匮匱匳 知

r∑
i=1

r∑
j=1

匁G
(k)
i 匁G

(k)
j

G
(0)
i G

(0)
j

r∏
j′=1

G
(0)
j′ 匫 · · · ≡ 匰 卭卯卤 Ik+1.

因此匬

f −
r∏
i=1

G
(k)
i ≡ 匁f (k) −

r∑
i=1

匁G
(k)
i

G
(0)
i

r∏
j′=1

G
(0)
j′ 卭卯卤 Ik+1,
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然后将 匁G
(k)
i 替换为式 匨匵匮匳匳匩 中的表达式得

f −
r∏
i=1

G
(k)
i ≡ 匁f (k) −

r∑
i=1

dx−1∑
l=0

c
(k)
l W

(l)
i

G
(0)
i

r∏
j′=1

G
(0)
j′ 卭卯卤 Ik+1

≡ 匁f (k) −
dx−1∑
l=0

c
(k)
l

r∑
i=1

W
(l)
i

r∏
j′=1

G
(0)
j′

G
(0)
i

卭卯卤 Ik+1

≡ 匁f (k) −
dx−1∑
l=0

c
(k)
l xl卞ydx−l 卭卯卤 Ik+1,

其中最后一个等号可由引理 匵匮匱匱 中卍卯即卥即匭卙卵卮 多项式的性质得到匮 由式 匨匵匮匳匲匩

知

f匨x, y匩 ≡
r∏
i=1

G
(k)
i 匨x, y匩 卭卯卤 Ik+1.

而 匁G
(k)
i 之所以唯一是因为卍卯即卥即匭卙卵卮 多项式唯一匮 同时匬 匁G

(k)
i 的唯一性也

蕴含着式 匨匵匮匳匰匩 成立匬 因此 匁G
(k)
i ∈ Z卛x, y卝匮 证毕匮

定理 匵匮匱匵 的基本思想与 卓卡即卡卫卩 等的扩展的 午卥卮即卥卬 构造 卛匱匳匴匬 協卨卥卯卲卥卭 匱卝

的思想有相似之处匮 它们的区别主要体现为区 第一匬 f 的初始因子被重新定义

为 G
(0)
1 , · · · , G(0)

r 匮 在 卛匱匳匴卝 中匬 初始因子为 f (0) 在 Z卛x, 卞y卝 中的不可约因子匮 第

二匬 卛匱匳匴匬 式 匨匳匮匱匱匩卝 断言 G
(k)
i ≡ G

(0)
i 卭卯卤 I1匬 这是不正确的匮 由定理 匵匮匱匵匬 仅

能够得到 G
(k)
i ≡ G

(0)
i 卭卯卤 I1匨di匩 对 i 匽 匱, · · · , r 成立匮 第三匬 定理 匵匮匱匵 意味着

G
(k)
i 匽 G

(0)
i 匫匁G

(1)
i 匫 · · ·匫匁G

(k)
i 总是在 Z卛x, y卝 中的匬 然而在 卓卡即卡卫卩 等的工作

中匬 G
(k)
i 属于 C{y1/d̂}卛x卝匮 根本原因在于初始因子的定义不同匮 综合以上这些分

析匬 本节所给出的推广的 午卥卮即卥卬提升技术既可以看成是对 卓卡即卡卫卩 等的工作的改

进匬 也可以看成是对他们工作的改正匮

同时匬 由式 匨匵匮匳匰匩 知 Gi ≡ G
(k)
i 卭卯卤 Ik+1匨di匩匬 即 G

(k)
i 总是 Gi 的一部分匬 并

且随着 k 的增加匬 G
(k)
i 趋向于 Gi匮 这一性质保证了该提升技术不会改变原多项

式的稀疏性匬 即提升过程中产生的各个因子中不会出现不在真因子中的项匬 从而

他们的乘积也不会产生 f 中没有的项匮 于是匬 随着提升次数的增加匬 匁f (k) 会越

来越小匬 最后收敛到 匰匬 提升终止匮 这一性质有效地避免了经典的 午卥卮即卥卬 提升和

扩展的 午卥卮即卥卬 构造中可能出现的中间过程膨胀问题匮
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由上述定理的证明可知匬 卍卯即卥即匭卙卵卮 多项式的唯一性是非常重要的一环匬 因

为它保证着提升的唯一性匮 而 卍卯即卥即匭卙卵卮 多项式的唯一性是由假设 匨午卣匩 保证

的匮 也就是说匬 假设 匨午卣匩 所起的作用就是保证推广的 午卥卮即卥卬 提升的唯一性匮

由定理 匵匮匱匵 可以证明如下推论匮 该推论将被应用于第 匵匮匲匮匳 节匮

推论 5.16. 设 f ∈ Q卛x, y卝 满足假设 (H), G1, · · · , Gr 为其全部的有理不可约因

子. 则 Gi 的非零项数不超过 匨T 匫 匱匩匨di 匫 匱匩, 其中 T 为 f 的非零项数, di 为 Gi

关于 x 的次数.

证明. 由推广的 午卥卮即卥卬 提升知存在 k 使得 Gi 匽 G
(0)
i 匫匁G

(1)
i 匫 · · ·匫匁G

(k)
i 匮 这

里有 k ≤ T 匬 因为若按 f 的 华卥卷却卯卮 线的平行线族沿 ey 的正方向将 f 和 Gi 分

层匬 则Gi 的 华卥卷却卯卮多胞体NGi 的层数不会超过Nf 的层数匬 而Nf 的层数不会

超过 f 的非零项数 T 匮 又由于 G
(0)
i 是关于 x 和 y 的总次数为 di 的齐次多项式匬

于是其非零项数不超过 di 匫 匱匮 由式 匨匵匮匳匳匩 知每一个 匁G
(j)
i 至多有 di 匫 匱 个非

零项匮 证毕匮

基于定理 匵匮匱匵匬 可得如下的提升算法匬 该算法将每一个因子提升 y1/d̂匮

算法 5.3 匨卌卩卦却卩卮卧匩. 输入区 一个满足假设 (H) 的二元多项式 f ∈ Z卛x, y卝; f 的
初始因子的 Moses-Yun 多项式 W

(l)
i 匨x, 卞y匩 匨i 匽 匱, · · · , r, l 匽 匰, · · · , dx − 匱匩,

G
(k−1)
1 , · · · , G(k−1)

r 使得 f ≡ G
(k−1)
1 · · ·G(k−1)

r 卭卯卤 Ik.

输出区 G
(k)
1 , · · · , G(k)

r 使得 f ≡ G
(k)
1 · · ·G

(k)
r 卭卯卤 Ik+1.

1. 计算 匁f (k) 区匽 f −G(k−1)
1 · · ·G(k−1)

r 卭卯卤 Ik+1.

2. 将 匁f (k) 表示为

匁f (k)匨x, y匩 匽 c
(k)
dx−1 · x

dx−1卞y 匫 · · ·匫 c
(k)
0 · 卞ydx ,

c
(k)
l 匽 a

(k)
l yk/d̂, a

(k)
l ∈ Z, l 匽 匰, · · · , dx − 匱.

对 i 从 匱 到 r, 令

匁G
(k)
i 匨x, y匩 区匽

dx−1∑
l=0

W
(l)
i c

(k)
l ,

G
(k)
i 区匽 G

(k−1)
i 匫匁G

(k)
i . 输出 G

(k)
i .

命题 5.17. 算法 5.3 是正确的, 并能在 O匨M匨dxdy匩 匫 rdx匩 次算术操作内终止.
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证明. 算法的正确性是由定理 匵匮匱匵 保证的匮 若采用 卋卲卯卮卥卣卫卥卲 替换匬 Z卛x, y卝 中
的两个关于 x 的次数不超过 n匬 关于 y 的次数不超过 d 的多项式乘法能够在

O匨M匨nd匩匩 次操作内完成匮 由于 G
(k−1)
1 · · ·G(k−1)

r 关于 x 和 y 的次数分别不超过

dx 和 dy匬 所以步骤 匱 能够在 O匨M匨dxdy匩匩 次操作内完成 卛匵匸匬 千卨卡印匮 匱匰卝匮 再由

W
(l)
i 是关于 x 和 卞y 的总次数为 di 的齐次多项式知其最多有 di匫匱 个非零项匮 进

一步地匬 c
(k)
l 为单项式匬 所以计算所有的 G

(k)
i 能够在 O匨rdx匩 次操作内完成匮 综

上匬 算法 匵匮匳 至多需要 O匨M匨dxdy匩 匫 rdx匩 次算法操作匮

截至目前匬 已有了一个将初始因子提升为有理不可约的有效的提升算法匬 并

且该算法具有保持稀疏性的特性匮 下一节中将讨论如何获得正确的初始因子匮

5.2.3 重重重组组组初初初始始始因因因子子子

回顾 卞δ 和 卞d > 匰 是两个整数使得 卧卣卤匨卞δ, 卞d匩 匽 匱 且 卞δ/ 卞d 为 f 的 华卥卷却卯卮 线的

斜率医 若斜率为 匰匬 则 卞δ 匽 匰匬 卞d 匽 匱匮 若 卞δ 匽 匰匬 则 f (0) 为关于 x 的单变元多项式

匨由于假设 匨午卡匩匬 f 没有单变元因子匬 包括 y 的方幂匩匬 否则 f (0) 是一个关于 x 和

卞y 匽 y−δ̂/d̂ 的齐次多项式匮 因此匬 分解 华卥卷却卯卮 多项式相当于分解单变元多项式

f (0)匨x, 匱匩匬 记为

f (0)匨x, y匩 匽 f (0)匨x, 卞y匩 匽 g1匨x, 卞y匩 · · · gs匨x, 卞y匩,

其中 gi匨x, 卞y匩 匨 i 匽 匱, · · · , s匩 是 Z卛x, 卞y卝 中的元素匮 于是以下结论成立区

命题 5.18. 在 Z卛x, 卞y卝 中分解 Newton 多项式 f (0)匨x, y匩 等价于在 Q 上对一个次
数为 dx 的单变元多项式进行有理不可约分解.

但是匬 g1, · · · , gs 并不总是初始因子匮

例 5.3. 对于例 匵匮匲 中的多项式匬 卞y 匽 y1/2 且

f (0)匨x, 卞y匩 匽 匨x4 匫 卞y4匩匨x2 匫 卞y2匩匨x2 − 匲卞y2匩 , g1g2g3,

但其初始因子为 G
(0)
1 匽 x4 匫 y2 匽 g1匬 G

(0)
2 匽 x4 − 匴y2 匽 g2g3匮

此时匬 f (0)匨x, y匩 的因子个数比 f匨x, y匩 的因子个数要多匬 即 r ≤ s匬 因子组合

便不可避免匮
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重组算法. 为了叙述上的方便匬 仅考虑 f 的 华卥卷却卯卮 线的斜率为 −匱 的情形匬 即

卞δ 匽 −匱匬 卞d 匽 匱 且 卞y 匽 y匮 其余情形仅需做微小调整匮 此时匬 华卥卷却卯卮 多项式有以

下分解区

f (0)匨x, y匩 匽 g1匨x, y匩 · · · gs匨x, y匩. 匨匵匮匳匴匩

现在匬 来描述重组初始因子的基本思想匮 由引理 匵匮匱匴匬 所有的初始因子的

乘积即是 华卥卷却卯卮 多项式匮 因此匬 对每一个 i 匽 匱, · · · , r匬 必存在唯一的向量
µi 匽 匨µj,i匩 ∈ {匰, 匱}s 使得 G

(0)
i 匽

∏s
j=1 g

µj,i
j 匮 两端取自然对数得到

卌卮G
(0)
i 匽

s∑
j=1

µj,i卌卮 gj. 匨匵匮匳匵匩

因此匬 若能够计算出式 匨匵匮匳匵匩 两边在点 匨xi, yi匩 的值匬 则能构建一个线性系统匬 该

系统的解正是那些 匰匭匱 向量 µi匮 但是匬 事先并不知道 G
(0)
i 匮 幸运的是匬 能够近似

地计算它在某点的值匮

假设 f 有 r 个有理不可约因子 G1, · · · , Gr匮 由定理 匵匮匱匵 知存在整数 ki 使

得 Gi 匽 G
(0)
i 匫

∑ki
k=1 匁G

(k)
i 对 i 匽 匱, · · · , r 成立匬 其中匁G

(k)
i 的每一个单项都在

Ik匨di匩 中匬 di 匽 卤卥卧xG
(0)
i 匮 由 华卥卷却卯卮 线的定义和假设 匨午卡匩匬 有 卤卥卧xGi 匽 di匮 令

w 匽 y/x匮 则 Gi/x
di 可以表示为

Gi

xdi
匽
G

(0)
i

xdi
匫

ki∑
k=1

匁G
(k)
i

xdi
匽 G

(0)
i 匨w匩 匫 g

(1)
i 匨w匩 · y 匫 · · ·匫 g

(ki)
i 匨w匩 · yki , 匨匵匮匳匶匩

其中 g
(k)
i ∈ Z卛w卝 满足 xdiyk · g(k)

i 匽 匁G
(k)
i 匨k ≥ 匱匩匮 因此匬 若选择 匨x, y匩 使得

w ∼ O匨匱匩 且 y ∼ o匨匱匩匬 则 ∣∣∣∣∣Gi

xdi
− G

(0)
i

xdi

∣∣∣∣∣ ∼ o匨匱匩, 匨匵匮匳匷匩

其中 y ∼ o匨匱匩 表示 y 是一个充分小的量匮

算法 5.4 匨千卯卭卢卩卮卥匩. 输入区 一个满足假设 匨H匩 的二元多项式 f ∈ Z卛x, y卝; f (0)

的因子 g1, · · · , gs; 任意的M > 匰.

输出区 f 的初始因子 G
(0)
1 , · · · , G(0)

r .

1. 令 z 匽 y/x. 则 gj匨x, y匩/x
degx gj 匽 gj匨匱, z匩. 随机地选择 s 个绝对值 ≤ M

的数 z1, · · · , zs ∈ C, 令 A 区匽 匨ai,j匩s×s, 其中 ai,j 区匽 Re 匨Ln 匨gj匨匱, zi匩匩匩; 并令
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卾A 匽 匨卾ai,j匩 匽 A匫 δA, 其中 卾ai,j ∈ Q 且

‖δA‖∞ ≤
匱

匱匰‖A−1‖∞
. 匨匵匮匳匸匩

计算 卾A−1 和 卾A−1 每一行元素绝对值之和的最大值, 记为 ‖ 卾A−1‖∞.

2. 令 T 为 f 的非零项数. 令 δi 匽
s∏
j=1

卭卩卮{|ai,j|, 匱}. 令 y0 为一个随机的有理数

满足

|y0| < 卭卩卮

{
卭卩卮
1≤i≤s

{匱/δi}
(
匲‖A−1‖∞匨T 匫 匱匩匨dx 匫 匱匩MdxN

)−1
, 匱

}
, 匨匵匮匳匹匩

其中 N 匽 匲d
2
x匨dx 匫 匱匩dx/2‖f‖dx+1

∞ . 调用一个单变元的因式分解算法在 Q卛x卝

中分解 f匨x, y0匩, 记其因子为 卾G1匨x匩, · · · , 卾Gr匨x匩. 若 r 匽 s 则 g1, · · · , gs. 对
i 匽 匱, · · · , s,令 xi 区匽 y0/zi, B 区匽 匨bi,j匩s×r,其中 bi,j 区匽 卒卥

(
卌卮
(
卾Gj匨xi匩/x

dj
i

))
.

3. 计算 U 区匽 A−1B 匽 匨ui,j匩s×r, 令 µi,j 区匽 bui,j 匫 匰.匵c, G(0)
i 区匽

s∏
j=1

g
µj,i
j . 输出

G
(0)
1 , · · · , G(0)

r .

重组分析. 下面将给出算法 匵匮匴 的分析匮

引理 5.19. 算法 5.4 中步骤 1 中的矩阵 A 以概率 匱 可逆.

证明. 对 j 匽 匱, · · · , s匬 记 gj匨z匩 匽 gj匨匱, z匩匮 由复分析 匨如 卛匱匲卝匩 知 卌卮z 匽 卬卮|z|匫 I ·
十卲卧 z匬 其中 I 匽

√
−匱匬 十卲卧 z 为 z ∈ C 的辐角匮 于是在步骤 匱中匬 ai,j 匽 卬卮 |gj匨zi匩|匮

假设矩阵

A 匽


卬卮 |g1匨z1匩| 卬卮 |g2匨z1匩| · · · 卬卮 |gs匨z1匩|
卬卮 |g1匨z2匩| 卬卮 |g2匨z2匩| · · · 卬卮 |gs匨z2匩|
· · · · · · · · · · · ·

卬卮 |g1匨zs匩| 卬卮 |g2匨zs匩| · · · 卬卮 |gs匨zs匩|


的秩为 k < s匮 不妨设其 k 阶主子式非零匮 现考虑关于 λj ∈ R 的如下系统区

λ1 卬卮 |g1匨zi匩|匫 · · ·匫 λs−1 卬卮 |gs−1匨zi匩| 匽 卬卮 |gs匨zi匩|, 匨匵匮匴匰匩

其中 i 匽 匱, · · · , s − 匱匬 j 匽 匱, · · · , s − 匱匮 由线性代数 匨如 卛匱匴匳卝匩 知式 匨匵匮匴匰匩 至少

有一个解匮 令 λ1, · · · , λs−1 为该系统的任意一组解匮 则对 z1, · · · , zs−1匬 有∣∣g1匨zi匩
λ1 · · · gs−1匨zi匩

λs−1
∣∣ 匽 |gs匨zi匩| .
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对 z 匽 x 匫 I y ∈ C匬 x, y ∈ R匬 令 C匨z匩 匽 |c匨z匩| − |gs匨z匩|匬 其中 c匨z匩 匽

g1匨z匩
λ1 · · · gs−1匨z匩

λs−1 匮 令 zs 匽 xs 匫 I ys 为骤 匱中选择的第 s 个复数匮 因为 A 的

秩 < s匬 所以有 C匨zs匩 匽 匰匮

但是匬 C匨z匩 可以被看成是关于 z 的实部和虚部的二元实函数匬 记为 C匨x, y匩匮

可以断言 C匨x, y匩 不是零函数匮 事实上匬 若 z0 匽 x0 匫 I y0 为 c匨z匩 的一个零点匬 则

gs匨z0匩 非零匬 因为所有的初始因子的最大公因子为 匱匬 从而 C匨x0, y0匩 6匽 匰匮 又因

为 zs 的选取独立于 z1, · · · , zs−1匬 并且 xs 的选取独立于 ys匬 所以对随机产生的

xs ∈ R匬 C匨xs, y匩 也不会是零函数匮 因此匬 对随机的 ys ∈ R匬 C匨xs, ys匩 6匽 匰 成立的

概率为 匱匮 这与 C匨zs匩 匽 匰 矛盾匮

从如上分析可知匬 正数M 是为了保证矩阵 A 可逆的概率为 匱匬 因此M > 匰

可选为任意的正数匮

命题 5.20. 若随机数 y0 使得 f匨x, y0匩 匽 卾G1匨x匩 · · · 卾Gr匨x匩, 则算法 5.4 能够正确地

重组初始因子, 其中 Gi匨x, y0匩 匽 卾Gi匨x匩, i 匽 匱, · · · , r.

证明. 由引理 匵匮匱匹匬 矩阵 A 可逆的概率为 匱匬 因此 ‖A−1‖∞ 是有限数匮 由本命题

的条件知 Gi匨x, y0匩 匽 卾Gi匨x匩匬 i 匽 匱, · · · , r匮

而另一方面匬 必须对误差进行控制匬 以使得通过舍入线性系统 AU 匽 B 的

数值解得到正确的 µi,j匮

下面以G
(0)
1 为例说明误差控制方法匮记Au 匽 b为精确的情形匬 卾A·匨u匫δu匩 匽

b匫 δb 为带误差的情形匬 其中 卾A 匽 A匫 δA匬 u 和 b 为分别为矩阵 U 和 B 的第一

列匬 δA匬 δu 和 δb 分别为扰动误差匮

式 匨匵匮匳匸匩 意味着‖A−1 · δA‖ < 匱匬 因此由 卛匶匳匬 協卨卥卯卲卥卭 匲匮匳匮匴卝 可知 卾A 也可逆匬

于是 ‖ 卾A−1‖∞ 也是一个有限数匮

首先分析

‖δb‖∞ 匽 卭卡卸
1≤j≤s

{∣∣∣卒卥 (卌卮 (G1匨xj, y0匩/x
d1
j

))
− 卒卥

(
卌卮
(
G

(0)
1 匨xj, y0匩/x

d1
j

))∣∣∣}
匽 卭卡卸

1≤j≤s

{∣∣∣卬卮 ∣∣G1匨xj, y0匩/x
d1
j

∣∣− 卬卮
∣∣∣G(0)

1 匨xj, y0匩/x
d1
j

∣∣∣∣∣∣} .
由式 匨匵匮匳匶匩匬

G1

xd1
匽
G

(0)
1

xd1
匫

k1∑
k=1

匁G
(k)
1

xd1
匽 G

(0)
1 匨w匩 匫 g

(1)
1 匨w匩 · y 匫 · · ·匫 g

(k1)
1 匨w匩 · yk1 .
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记

G1匨xj, y0匩/x
d1
j 匽 G

(0)
1 匨zj匩 匫 化G1匨zj, y0匩 · y0,

其中 化G1匨zj, y0匩 匽
k1∑
k=1

g
(k)
1 匨zj匩 · yk−1

0 匮 因此匬

‖δb‖∞ 匽 卭卡卸
1≤j≤s

{∣∣∣∣∣卬卮
∣∣∣∣∣匱 匫 化G1匨zj, y0匩 · y0

G
(0)
1 匨zj匩

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
}
≤ 卭卡卸

1≤j≤s

{
卬卮

(
匱 匫

∣∣∣∣∣ 化G1匨zj, y0匩 · y0

G
(0)
1 匨zj匩

∣∣∣∣∣
)}

≤ 卭卡卸
1≤j≤s

{∣∣∣∣∣ 化G1匨zj, y0匩 · y0

G
(0)
1 匨zj匩

∣∣∣∣∣
}
≤ 卭卡卸

1≤j≤s

{∣∣ 化G1匨zj, y0匩 · y0

∣∣ · 卭卩卮
1≤i≤s

{δi}
}

≤ 匨T 匫 匱匩 · 匨dx 匫 匱匩 ·Mdx ·N · δ1 · |y0|.

其中匬 第一个不等号成立是因为对 z ∈ C匬 有 |匱 匫 z| ≤ 匱 匫 |z|医 第二个不等号
成立是因为 卬卮匨匱 匫 x匩 ≤ x 对 x > −匱 成立医 第三个不等号是因为 |G(0)

1 匨zj匩| ≥
δ1 ≥ 卭卩卮1≤i≤s {δi} 和 G

(0)
1 匽

∏s
j=1 g

µj,1
j 匮 另外匬 因为 |y0| < 匱 和 |zj| ≤M 匬 所以对

化G1匨zj, y0匩 的每一个单项式 zaj y
b
0匬 有 |zaj yb0| ≤ |z

d1
j | ≤ Mdx 匮 由式 匨匵匮匲匶匩匬 式 匨匵匮匳匳匩匬

‖G1‖∞ ≤ N 和推论 匵匮匱匶 知最后一个不等号成立匮

因此匬 若 y0 满足式 匨匵匮匳匹匩匬 则

‖ 卾A−1‖∞ · ‖δb‖∞ <
匱

匴
. 匨匵匮匴匱匩

进一步地匬 由 卛匶匳匬 協卨卥卯卲卥卭 匲匮匳匮匴卝和式 匨匵匮匳匸匩 知

‖ 卾A−1‖∞ · ‖δA‖∞ ≤
(
‖A−1‖∞ 匫 ‖δA‖∞

‖A−1‖2
∞

匱− ‖A−1δA‖∞

)
· ‖δA‖∞

≤ 匲
(
‖A−1‖∞‖δA‖∞

)2
匫
(
‖A−1‖∞‖δA‖∞

)
<

匱

匴
.

匨匵匮匴匲匩

于是匬

‖δu‖∞ 匽 ‖ 卾A−1匨δb匫 δA · u匩‖∞ ≤ ‖ 卾A−1‖∞匨‖δb‖∞ 匫 ‖δA‖∞匩 < 匱/匲,

其中第一个不等号成立是因为 ‖u‖∞ 匽 匱匬 第二个成立是因为式 匨匵匮匴匱匩 和式

匨匵匮匴匲匩匮 证毕匮

命题 5.21. 算法 5.4 至多需要 O匨sω 匫M匨dx匩 卬卯卧 s匩 次操作便将重组问题约化为

在有理数域上分解次数不超过 dx 的单变元多项式的问题.
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证明. 对 i ≤ s匬 首先通过快速多点赋值计算 gj匨匱, zi匩匮 这需要 O匨M匨dj匩 卬卯卧 s匩 次

算术操作匬 因此由 M 的 卜超加法性质匢匬 构造矩阵 A 至多需要 O匨M匨d1匩 卬卯卧 s 匫

· · · 匫M匨ds匩 卬卯卧 s匩 ⊆ O匨M匨dx匩 卬卯卧 s匩 次算术操作匮 类似地匬 构造矩阵 B 需要相同

的操作次数匮 计算矩阵 A−1 和矩阵 A−1 与 B 的乘积至多需要O匨sω匩 次操作匮 又

由假设 匨午卢匩匬 f 关于 x 首一匬 所以 f匨x, y0匩 关于 x 的次数为 dx匮 证毕匮

重组算法 匵匮匴 是基于线性化的思想匬 即把问题转化为线性代数方程组的求

解匮 这一思想已经广泛应用于多项式的因式分解中匬 比如迹重组方法 卛匶匸匬 匱匳匵卻

匱匳匷卝匬 对数微分重组方法 卛匲匴匬 匳匰匬 匹匶匬 匱匰匱卝匮 但这些方法都是符号计算方法匮 而算

法 匵匮匴 在取对数后匬 通过不同点的赋值来建立线性代数系统匮 尽管所建立的系统

只是近似的匬 但是通过上述的误差控制匬 可以保证能够从该系统的近似解中获得

准确的 匰匭匱 解匮 这不同于文献中已有的方法匮

最后匬 不得不提及上述的重组算法不是一个确定的算法匬 因为其成功与否取

决于 午卩卬卢卥卲却 不可约定理有效的算法版本匮 在有理数域上匬 该问题仍然是一个著

名的公开问题 匨见 卛匵匸匬 印印匮 匴匶匹卻匴匷匲卝匩匮 这便意味着在理论上匬 随机选取的 y0 不一

定满足 f匨x, y0匩 匽 卾G1匨x匩 · · · 卾Gr匨x匩匬 其中 Gi匨x, y0匩 匽 卾Gi匨x匩匮 但是匬 在实际的计算

中匬 这种现象鲜有发生匮

5.2.4 算算算法法法和和和分分分析析析

在本小节中匬 将描述算法 卂卩卆卡卣却卯卲匬 并给出一个实例来描述算法中的关键步

骤匬 同时分析该算法匮

算法 5.5 匨卂卩卆卡卣却卯卲匩. 输入区 满足假设 匨H匩 的二元多项式 f ∈ Z卛x, y卝.
输出区 f 在 Z 上的不可约分解.

1. 计算 f 的Newton 多项式 f (0)匨x, y匩 和Newton 线的两个端点 L 匽 匨l1, l2匩 和

R 匽 匨r1, r2匩. 设 dx 区匽 卤卥卧x f , dy 区匽 卤卥卧y f .

2. 若 l2 匽 r2 匽 匰 则 f (0) 为单变元多项式, 否则 f (0) 为总次数为 r2l1−r1l2
r2−l2 的

关于 x 卞y 的齐次多项式, 其中 卞y 匽 y
− l2−r2
l1−r1 . 令 卞d 和 卞δ 为非负整数使得

δ̂

d̂
匽
∣∣∣ l2−r2l1−r1

∣∣∣ 为最简分数. 若
∣∣∣ l2−r2l1−r1

∣∣∣ 匽 匰, 则令 卞δ 区匽 匰, 卞d 区匽 匱. 令 Ik 区匽{
xj卞ydx−j · yk/d̂ 区 j 匽 匰, · · · , dx

}
. 调用单变元因式分解算法在 Z卛x, 卞y卝 中分解

f (0)匨x, 匱匩 得到

f (0)匨x, y匩 匽 g1匨x, 卞y匩 · · · gs匨x, 卞y匩.
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3. 以 g1, · · · , gs和 f 为输入调用算法 5.4. 记返回的因子为G1匨x, y匩, · · · , Gr匨x, y匩.

令 匁f 区匽 f − f (0). 若 匁f 匽 匰, 则输出 G1, · · · , Gr.

4. 以上一步得到的初始因子为输入, 调用算法 5.2 计算 Moses-Yun 多项式

W
(l)
i 匨x, 卞y匩.

5. 设 k 为使得匁f ≡ 匰 卭卯卤 Ik 成立的最大值, 用 Ik+1 作为推广的 Hensel提升

的模.

6. 计算 匁f (k) 区匽 匁f 卭卯卤 Ik+1. 对 i 从 匱 到 r, 令

匁Gi匨x, y匩 区匽
dx−1∑
l=0

W
(l)
i c

(k)
l ,

更新 Gi 区匽 Gi 匫匁Gi.

7. 令 匁f 区匽 f −G1 · · ·Gr. 若 匁f 匽 匰, 则输出 G1, · · · , Gr, 否则执行步骤 5.

现用一个例子来说明算法 匵匮匵 的主要步骤匮

例 5.4. 考虑例 匵匮匲 中的多项式区 f 匽 x8 − 匳x4y2 匫 匵x4y5 − 匴 y4 匫 匵 y7 匫 匲 y3x4 −
匸 y5 匫 匱匰 y8匮 则 f 的 华卥卷却卯卮 多项式为

f (0)匨x, y匩 匽 x8 − 匳x4y2 − 匴 y4 匽 匨x2 匫 卞y2匩匨x2 匫 匲 卞y2匩匨x2 − 匲 卞y2匩 , g1g2g3,

其中 卞δ 匽 −匱匬 卞d 匽 匲匬 因此 卞y 匽 y
1
2 匮 所以

I0 匽
{
y4, xy

7
2 , x2y3, x3y

5
2 , x4y2, x5y

3
2 , x6y, x7y

1
2 , x8

}
.

在因子组合阶段匬 首先令 z1 匽
2
5
e
π
11
I , z2 匽

7
5
e

27π
55
I , z3 匽 e

49π
55
I 匬 y0 匽 匱/匲匲匳匬 然后便

能够建立如下的线性系统区
200466
6353

355429
21663

120385
7398

88198
3365

47978
4353

185008
12743

120647
4175

79463
5347

100672
7121



µ1,1 µ1,2

µ2,1 µ2,2

µ3,1 µ3,2

 匽


272848
8645

117484
3595

68722
2621

296190
11597

615298
21291

60868
2099

 .

通过解所得到的线性方程组并进行取整运算得到两个 匰匭匱 向量 匨匱, 匰, 匰匩 和

匨匰, 匱, 匱匩匬 这便意味着初始因子为 G
(0)
1 匽 g1 匽 x4 匫 y2匬 G

(0)
2 匽 g2g3 匽 x4 − 匴 y2匮 此

时匬 匁f 匽 匵x4y5 匫 匵 y7 匫 匲 y3x4 − 匸 y5 匫 匱匰 y8匮 因为仅有 x0 和 x4 在匁f 中出现匬

所以仅需对 l 匽 匰, 匴 计算W
(l)
i 区
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W
(0)
1 匽 1

5
y2匬 W

(0)
2 匽 −1

5
y2匬

W
(4)
1 匽 4

5
y2匬 W

(4)
2 匽 1

5
y2匮

由于匁f 匽 x4y2 · 匨匵y6/d̂匩匫y4 · 匨匵y6/d̂匩匫x4y2 · 匨匲y2/d̂匩匫y4 · 匨−匸y2/d̂匩匫y4 · 匨匱匰y8/d̂匩匬

所以 k 匽 匲 为满足 匁f ≡ 匰 卭卯卤 Ik 的最大正数匮 所以匬 计算 匁f (2) ≡ 匁f

卭卯卤 I3 ≡ x4y2 · 匨匲y2/d̂匩 匫 y4 · 匨−匸y2/d̂匩匬 于是 c
(2)
7 匽 c

(2)
6 匽 c

(2)
5 匽 匰匬 c

(2)
4 匽 匲y匬

c
(2)
3 匽 c

(2)
2 匽 c

(2)
1 匽 匰匬 c

(14)
0 匽 −匸y匮 因此匬

G1 区匽 G1 匫匁G1 匽 G1 匫
(
W

(0)
1 c

(2)
0 匫W

(4)
1 c

(2)
4

)
匽 x4 匫 匲x2y 匫 y2 匫 匲 y3,

G2 区匽 G2 匫匁G2 匽 G2 匫
(
W

(0)
2 c

(2)
0 匫W

(4)
2 c

(2)
4

)
匽 x4 − 匴 y2.

更新匁f 匽 匵x4y5匫匱匰x2y6匫匵 y7匫匱匰 y8 6匽 匰匮 再次执行步骤 匵匮 再进行一次提升匬

得到 f 在Z卛x, y卝的不可约因子为区 G1 匽 x4匫匲 x2y匫y2匫匲 y3匬 G2 匽 x4−匴 y2匫匵 y5匮

式 匨匵匮匳匹匩 中选取的 y0 仅仅是使得 ‖δu‖ < 1
2
的充分条件匬 而不是必要的匮 因

此在算法实施的时候匬 可以先从较小规模的 y0 进行尝试匮 如有必要匬 再朝着式

匨匵匮匳匹匩 的方向选择 y0匮 比如在上例中匬 y0 匽 匱/匲匲匳 便可以了匮

另外匬 此例直观地描述了 卂卩卆卡卣却卯卲 算法是如何利用稀疏性的匮 一方面匬 对于

一般的稀疏多项式匬关于变量 x从 匰到 dx 的所有次数不一定都出现匮 因此匬不必

计算所有的W
(l)
i 匬 仅需计算 匁f 中出现的那些 xl 所对应的W

(l)
i 匮 若输入的多项

式的非零项数 T < dx匬 则步骤 匴 至多需要 O 匨r 卬卯卧 dxM匨dx匩 匫 Tdx匩 次算法操作匬

而不需要命题 匵匮匱匲 给出的 O 匨r 卬卯卧 dxM匨dx匩 匫 d2
x匩 次操作匮 另一方面匬 当输入稠

密多项式时匬 每次提升仅能提升 y1/d̂匮 然而匬 对一般的稀疏多项式匬 对某些正数

k匬 Ik 中可能不含有 f 中的项匮 对于这些 k匬 有 匁f (k) 匽 匰匬 这便意味着 匁G
(k)
i 匽 匰

对 i 匽 匱, · · · , r 成立匮 因此匬 可以直接处理使得 匁f (k) 6匽 匰 的最小的 k匬 即步骤 匵

中选取的 k匮

定理 5.22. 给定Q 上满足假设 匨H匩 的二元多项式 f , 算法 5.5 将计算 f 在Q 上
的不可约因子的计算任务转化为次数为 dx 的Q上的单变元多项式因式分解,加

上O匨Trdx匫T 卬卯卧 rM匨dxdy匩匫d
2
x匫s

ω匫r 卬卯卧 dxM匨dx匩匩或 卾O匨Trdx匫Tdxdy匫d2
x匫s

ω匩

次 Q 中的算术操作, 其中 T 是 f 的非零项数, dx 和 dy 分别是 f 关于 x 和 y 的

次数, r 为 f 的不可约有理因子的个数, s 是 f 的 Newton 多项式在 Z卛x, 卞y卝 中的
因子个数.
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证明. 假设 匨午卡匩 意味着 di 匽 卤卥卧xG
(0)
i ≥ 匱匮 则算法 匵匮匵 的正确性可由命题 匵匮匱匷匬

命题 匵匮匱匸 和命题 匵匮匲匰 得到匮 下面匬 分析算法的复杂度匮

由 华卥卷却卯卮 多项式的定义知匬 确定 f 的 华卥卷却卯卮 线至多需要 O匨T 匩 次操作匮

由引理 匵匮匱匸 和命题 匵匮匲匱 知匬 步骤 匲 和步骤 匳 至多需要O匨sω 匫M匨dx匩 卬卯卧 s匩 次操

作加上分解一个次数不超过 dx 的单变元多项式匮 由命题 匵匮匱匲匬 计算卍卯即卥即匭卙卵卮

多项式至多消耗O 匨r 卬卯卧 dxM匨dx匩 匫 d2
x匩 次操作匬 其中 r 为 f 在Q 上的不可约因

子个数匮 由命题 匵匮匱匷 知匬 步骤 匶 计算匁Gi 至多需要O匨rdx匩 次操作匮 由命题 匵匮匱匷

知匬 步骤 匷 至多需要 O匨M匨dxdy匩匩 次操作匮 进一步地匬 提升的次数不会超过 T 匬 因

为每次提升匁f 的非零项数至少降低一项匮 最后匬步骤 匵至多需要O匨T 匩次操作匮

因此匬 算法 匵匮匵 的复杂度为次数不超过 dx 的一元多项式分解的复杂度加上

O匨Trdx匫 TM匨dxdy匩 匫 d2
x匫 sω 匫 r 卬卯卧 dxM匨dx匩匩 或 卾O匨Trdx匫 Tdxdy 匫 d2

x匫 sω匩 次

算术操作匮

5.2.5 数数数值值值试试试验验验

本文作者在卍卡印卬卥 中实现了 卂卩卆卡卣却卯卲 算法匬 本节将介绍一些算法实现的细

节匬 并给出一些实验结果匮

在诸多的应用中匬 均可能遇到中间过程膨胀的问题匬 比如计算多项式的最大

公因子问题匮 在实现 卂卩卆卡卣却卯卲 算法的时候匬 为了彻底避免中间过程的膨胀匬 因此

在计算卍卯即卥匭卙卵卮 多项式时匬 采用了模方法匬 在有限域中进行计算匮

由前面的分析可以知道匬 卂卩卆卡卣却卯卲 算法将问题转化为单变元多项式的

因式分解问题匮 对于稀疏情形匬 存在一些单变元因式分解的稀疏算法匬 如

卛匴匳匬 匱匰匳匬 匱匰匴卝匮 在实现 卂卩卆卡卣却卯卲 算法时匬 单变元的因式分解采用 卍卡印卬卥 自带的

factor 命令匮

另外匬 对于部分不满足假设 匨午卣匩的多项式 f 匬 可以采用如下的仿射变换对

多项式 f 进行预处理区 (
x

y

)
区匽

(
a b

c d

)(
X

Y

)
,

其中

(
a b

c d

)
是由

(
匰 匱

匱 匰

)
匬

(
−匱 匰

匰 匱

)
和

(
匱 匰

匰 −匱

)
生成的群中的元素匮 变换之

后匬 若 F 匨X, Y 匩 满足假设 匨午卣匩匬 则计算 F 匨X, Y 匩 匽 XmY nf匨X, Y 匩 的分解匬 其中

m 和 n 是使得 F 匨X, Y 匩 满足假设 匨午卡匬 午卢匩 的两个整数匮 则 f匨x, y匩 的因式分解
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能够从 F 匨X, Y 匩 的因子得到匮 尽管这样的预处理能够扩大 卂卩卆卡卣却卯卲 算法的适

用范围匬 但是该算法仍然不完备匮 因为匬 存在多项式匬 如 f 匽 匨xy 匫 x3 匫 x2y5 匫

y4匩匨xy 匫 x4 匫 x2y6 匫 y3匩匬 在上述所有的仿射变换下均不满足假设 匨午卣匩匮

以下的实验数据都是在 十卍卄 十却卨卬卯卮TM 匷匷匵匰 处理器 匨匲匮匷匰 升午卺匩 匲升卂 内存

的个人电脑上完成的匮在下面的表格中匬 timeMaple 表示卍卡印卬卥的命令 factor分

解所用的时间匬 timeBiFactor 表示 卂卩卆卡卣却卯卲 算法所用的时间匮 时间单位为秒匮 所

有的单变元多项式因式分解都是直接调用卍卡印卬卥 自带的命令 factor匮

表 匵匮匲区 当因子组合发生时算法 卂卩卆卡卣却卯卲 的运行时间

卮卯匮 dx dy T s timeMaple timeBiFactor

匱 匱匶 匲匷 匵匶 匵 匰匮匰匶匴 匰匮匱匱匳

匲 匳匲 匵匵 匸匸 匶 匰匮匲匶匶 匰匮匱匶匰

匳 匶匴 匱匱匳 匱匳匵 匷 匳匮匲匷匳 匰匮匴匱匷

匴 匱匲匸 匲匳匰 匱匹匴 匸 匳匶匮匰匷匱 匰匮匶匶匳

匵 匲匵匶 匴匷匸 匲匵匳 匹 匶匸匵匮匷匰匶 匲匮匴匳匳

在表 匵匮匲 中匬 考查算法 卂卩卆卡卣却卯卲 在因子组合发生时 匨s > r 匽 匲匩 的效率匮 每

一个测试的多项式都只有两个有理的不可约因子匬 其 华卥卷却卯卮 多项式 xdx − ydx

能够在 Z卛x, 卞y卝中分解为 s个因子匮因此匬 不得不进行因子组合匮 此处匬 华卥卷却卯卮多

项式的因式分解很容易计算匬 但是匬 在因子组合的时候匬 分解次数为 dx 的一元多

项式不可避免匮 尽管如此匬 但是从表 匵匮匲 中的数据可知算法 卂卩卆卡卣却卯卲 在这种情形

下具有很高的效率匮

表 匵匮匳 的目的是针对随机产生的多项式匬 比较卍卡印卬卥 自带的 factor 命令和

卂卩卆卡卣却卯卲 算法的效率匮 表 匵匮匳 中测试的多项式的总次数为 d匬 并且是由两个总次

数为 d/匲 的随机多项式的乘积匬 而每一个都由如下卍卡印卬卥 代码生成区

[> a := rand(0..d/2)();

[> rand(1..100)()*x^a*y^(d/2-a)+rand(1..100)() +randpoly([x, y],terms = t, degree = d/2) ;

前面的两项是为了保证输入多项式的总次数为 d匬 且没有单项式因子匮 前 匵 个多

项式是由 t 区匽 匱匰 生成的匬 即每个因子有 匱匰 ∼ 匱匲 个非零项匮 后面 匵 个多项式的

其中一个因子由 t 区匽 匴 得到匬 而另一个由 t 区匽 匱匵匰 得到匮 从表中的数据可知匬 该

算法比卍卡印卬卥 中自带的 factor 命令要效率高得多匮
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表 匵匮匳区 卍卡印卬卥自带的 factor 与 卂卩卆卡卣却卯卲 算法的比较

卮卯匮 d dx dy T timeMaple timeBiFactor

匱 匵匰 匴匶 匲匹 匱匳匵 匰匮匲匸匱 匰匮匱匵匷

匲 匱匰匰 匹匵 匸匹 匱匴匳 匲匮匱匲匵 匰匮匱匰匹

匳 匲匰匰 匱匵匶 匱匵匲 匱匴匴 匷匮匵匷匸 匰匮匲匳匵

匴 匴匰匰 匳匳匵 匳匰匵 匱匴匴 匸匷匮匲匹匷 匰匮匲匱匸

匵 匸匰匰 匵匸匰 匵匹匵 匱匴匴 匹匴匳匮匰匹匴 匰匮匴匲匲

匶 匵匰 匳匹 匵匰 匷匰匵 匰匮匵匳匲 匰匮匴匳匷

匷 匱匰匰 匱匰匰 匶匵 匸匲匷 匴匮匲匸匲 匱匮匴匶匸

匸 匲匰匰 匱匹匳 匱匷匹 匸匹匰 匵匰匮匷匵 匲匮匱匵匶

匹 匴匰匰 匳匰匶 匳匰匲 匷匴匶 匲匰匸匮匵匱匵 匲匮匱匱匰

匱匰 匸匰匰 匷匸匴 匶匱匳 匹匱匲 匱匰匳匰匱匮匸匴匴 匴匮匵匷匸

最后匬 值得一提的是匬 对于如下总次数为 匲匰匰匰匰 的多项式

f 匽x4120 匫 x4118y2 匫 x3708y400 匫 x3706y402 匫 x2781y1300 匫 x2779y1302 匫 x1339y2700

匫 x927y3100 匫 y4000 匫 x7172y4167 匫 x8349y4432 匫 x8347y4434 匫 x6760y4567

匫 x5833y5467 匫 x5568y7132 匫 x11401y8599,

文献 卛匱匵卝 中在 卉卮却卥卬 卐卥卮却卩卵卭 卉卖 的处理器上 匨匳匮匰 升午卺匬 匱 升 内存匩 运行了 匱匰匵匵

分 匴 秒得到了该多项式的不可约分解匮 但如果采用 卂卩卆卡卣却卯卲 算法来计算匬 则仅

需不到 匲 秒的时间匮 而且匬 卛匱匵卝 中的实验结果是针对有限域上的分解匬 而算法

卂卩卆卡卣却卯卲直接计算出多项式 f 在有理数域 Q 上的不可约分解匮

5.3 本本本章章章小小小结结结

针对有理系数二元多项式因式分解问题匬 本章给出了两个符号匭数值混合计

算的算法匮 首先利用代数数极小多项式的恢复算法给出了一个有理数域上二元

多项式的分解算法匮 该算法将 卛匷匳卝 中算法的复杂度降低了一个 卬卯卧4+ε匨mn匩 因子匬

并且实验数据显示匬 对于小规模的问题匬 该算法仍然有较好的效果匮 针对规模较

大的二元有理系数多项式匬 基于 华卥卷却卯卮 多胞体匬 给出了一个非常高效的分解算

法匮 该算法无论是在理论的复杂度方面匬 还是在实际的效率方面都有非常优异的

表现匮
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本文以符号匭数值混合计算中的一个热点问题卼卻卜采用近似计算获得准确

值匢 卼卻为中心匬 深入地研究了欧几里得格和整数关系探测算法之间的关系匬 揭

示了整数关系探测问题与欧几里得空间中有限加法子群的分解问题之间的对偶

关系医 由此得到同步整数关系探测算法 卓卉卒卄匬 给出了代数数极小多项式近似重

构的一个完整的新方案医 同时匬 基于代数数极小多项式的近似重构匬 研究了符号

计算的另一个热点问题卼卻多项式的因式分解医 最后匬 基于 华卥卷却卯卮 多胞体匬 给出

了针对二元有理系数多项式因式分解的高效算法匮

6.1 总总总结结结

本文的主要贡献有如下几个方面匮

第一匬 揭示了欧几里得格和线性空间求交的 卉卮却卥卲即卥卣却 问题 匨定义 匲匮匳匩 和有

限生成加法子群分解的 卄卥卣卯卭印问题 匨定义 匲匮匲匩 之间的对偶关系 匨定理 匲匮匵匩匮 以

此为基础匬 给出了 午半卌卓匭卐卓卌卑 算法 匨二十世纪十大著名算法之一匩 的一个新

的观察角度匬 并由此提出第一个针对有限生成加法子群分解问题的算法 匨算法

匲匮匲匩匮

第二匬 优化了现有文献中对 卌卌卌 算法的分析方法匮 在讨论运用 卌卌卌 格约

化算法解决有限生成加法子群的分解问题的方法时匬 针对整数情形匬 通过将

卌卌卌匭交换分类匬 得到了一个全新的结果 匨定理 匲匮匱匶匩匮

第三匬 提出一个可以探测多个实数向量的同步整数关系的算法 卓卉卒卄 匨算法

匳匮匱匩匬 并且在计算机代数系统卍卡印卬卥 中有效地实现了该算法匬 为进一步地应用该

算法打下了基础匮

第四匬 提出解决代数数极小多项式近似重构问题的一个新的完整的解决方

案 匨算法 匴匮匱匩匮 无论是在理论上匬 还是在实际计算中匬 该方案都显示了在数值精

度和算法效率上的优越性匮 从而将张景中和冯勇提出的 卜采用近似计算获得准

确值匢 卛匱匵匰卝的设想进一步拓展到代数数域匮

第五匬 提出了两个计算有理数域上的二元多项式因式分解的符号匭数值混合

计算算法匮 算法 匵匮匱 基于代数数域上代数数极小多项式的近似重构匬 该方法继承
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了 卛匷匳卝中算法的优势匬 并改进了相应算法的复杂度匬 针对小规模的问题有较好的

效果匮 理论分析和数值试验均说明匬 算法 匵匮匵 是一个基于 华卥卷却卯卮 多胞体的高效

算法匬 尤其是针对稀疏的有理系数二元多项式匬 效果甚佳匮

6.2 正正正在在在开开开展展展的的的工工工作作作及及及未未未来来来展展展望望望

尽管本文在欧几里得格、整数关系探测、代数数极小多项式的近似重构和

多项式的因式分解方面均取得了一些进展匬 但也存在一些不够完善的地方匬 以待

在将来的工作中深入地研究匮

整数关系探测的浮点算法及分析. 整数关系探测算法 午半卌卓匭卐卓卌卑 和同步整数

关系探测算法 卓卉卒卄 理论上的计算模型均假设精确的实数计算匬 这与现实计算

机中的计算模型 匨如 卉卅卅卅 浮点运算标准匩 不一致匮 因此匬 如何在浮点算术模型

下得到这些算法的有效版本将是一个非常有意义的课题匮 这方面的工作正在进

行之中匮 可以预见匬 这些算法的浮点算术版本将显著地改善这些算法在诸多应

用中的效率匮

Decomp LLL 整数情形分析的一般化. 本文对 卄卥卣卯卭印 卌卌卌算法整数情形分

析是独立于本文初衷的一个有趣结果匮 如何将这一分析方法应用到更为一般的

情形中去也是正在进行的工作之一匮

改进的 HJLS-PSLQ 算法. 如第二章中的分析匬 卌卌卌 算法和 午半卌卓匭卐卓卌卑 算法

的最大区别之一就是在约化过程中所采取的交换策略不一样匮 午半卌卓匭卐卓卌卑 算

法采用的全局的交换策略有效地避免了局部交换策略可能进入死循环的可能匮

近期匬 本文作者所在团队发现匬 针对某些特殊的应用匬 这些交换策略还可以进一

步地改进匬 使得算法效率进一步提高匮

直接求解 Intersect 问题的算法. 按照第二章中提出的观点匬 午半卌卓匭卐卓卌卑 等整

数关系探测算法实际上是通过调用解决 卄卥卣卯卭印 问题的预言机来获得 卉卮却卥卲即卥卣却

问题的解匮 找到一个直接求解 卉卮却卥卲即卥卣却 问题的算法将是一个非常有意义的工作匮

高效的符号-数值混合计算分解有理数域上的多项式. 如何得到更为高效匬 适用

范围更广的多项式因式分解算法不仅是符号计算中经久不衰的热门课题匬 也是

本文作者未来的研究方向之一匮

实数的整数化表示. 在代数数极小多项式近似重构算法的支撑下匬 已可以实现

代数数的整数化表示 卛匹匬 匹匵匬 匱匲匷匬 匱匲匸卝匮 接下来的任务之一就是如何将超越数整
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数化匮 对于一些特殊情形匬 已有学者展开了研究 卛匲匲匬 匲匳匬 匲匷卝匮 但是匬 本文作者认

为匬 得到一个一般性的方法具有很大的难度匮 事实上匬 代数数之所以能够整数化

表示是因为一个代数数是一个有理系数多项式方程的根匬 而这个多项式本身可

以用有限个整数来表示匮 如果也从这个角度来尝试超越数的整数化表示匬 可知

信息量将会 卜无穷大匢匮
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