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摘要 研究采用有误差的数值计算来获得无误差的准确值具有重要的理论价值和应用价值.这种通过

近似的数值方法获得准确结果的计算被称为零误差计算.本文首先指出,只有一致离散集合中的数才能

够开展零误差计算,即有非零隔离界的数集,这也是 “数”可以进行零误差计算的一个充要条件.以此为

基本出发点, 本文分析代数数零误差计算的最低理论精度, 该精度对应于恢复近似代数数的准确值时

必要的误差控制条件, 但由于所采用恢复算法的局限性, 这一理论精度往往不能保证成功恢复出代数

数的准确值.为此,本文给出采用 PSLQ (partial-sum-LQ-decomposition)算法进行代数数零误差计算所

需的精度控制条件, 与基于 LLL (Lenstra-Lenstra-Lovász) 算法相比, 该精度控制条件关于代数数次数

的依赖程度由二次降为拟线性, 从而可降低相应算法的复杂度. 最后探讨零误差计算未来的发展趋势.
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1 引言

无论计算控制多高, 近似计算的结果总是近似的, 它与准确结果之间始终有一个间隙. 能否跨越

这一间隙, 实现近似值到准确值的飞跃? 零误差计算就是研究如何实现这种飞跃.

哪些实数适合零误差计算呢?要回答这个问题,需要引入一个概念: 一致离散集合.所谓一致离散

集合就是集合中的元素之间的隔离界是非零的,即存在 δ > 0使得对于集合中的任意两个元素 x和 y,

要么 x = y, 要么 d(x, y) > δ (参见文献 [1]), 其中 d(x, y) 表示 x 与 y 的距离, δ 称为这个一致离散集

合的一个隔离界, 所有隔离界的上确界被称为最优隔离界.

可以进行零误差计算的实数首先要知道它属于实数空间中的某集合 Ω, 其次在这个集合 Ω 中, 这

个数与其他数可通过距离的方式区别开来,即这个集合中的相异元素之间要有非零的隔离界,因而,这
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个集合就是一个一致离散集合; 反之, 若事先知道需要计算的数属于某个一致离散集合, 其隔离界为

δ, 则当计算出来的近似值与准确值之间的误差小于 δ/2 时, 在该近似值的 δ/2- 邻域内仅有唯一的一

个该一致离散集合中的元素, 因此, 可以通过近似值获得准确值. 于是可以得到下面的定理:

定理 1.1 一个实数可以进行零误差计算的充要条件是该数属于某个一致离散集合.

通俗地讲, 一个一致离散集合的最优隔离界是这个集合的分辨极限. 只有近似计算的误差控制小

于这个分辨极限的一半才有可能通过其近似值恢复出其准确值. 也就是说, 这个一致离散集合的最优

隔离界的一半就是零误差计算中近似值误差控制的上界, 称之为理论控制界. 零误差计算无论采用何

种计算方法, 其误差控制不可能大于这个理论控制界.

理论控制界是一种理想情形. 由于所使用的计算方法本身的原因, 对从近似值恢复出准确值所需

要的误差控制界可能有更严格的要求. 在第 2 节中将会看到, 有理数的零误差计算的理论控制界为

1/(2N(N −1)),采用连分数方法恢复其准确值需要的误差控制是 1/(2N2),与理论控制界几乎一样,其

中 N 为有理数分母绝对值的上界. 但是, 高次代数数的零误差计算的理论控制界与所采用的计算方

法需要的误差控制就不一样了 (第 3 节).

具体来讲, 第 2 节分析有理数的零误差计算, 给出可零误差计算的有理数的一致离散集合的最优

隔离界 (必要条件), 这与 Zhang 和 Feng [2] 给出的基于连分数方法的有理数重构所需的误差控制 (充

分条件) 几乎是一样的. 第 3 节分析高次代数的零误差计算问题, 给出可以进行零误差计算的代数数

形成的一致离散集合的最优隔离界的下界 (定理 3.1), 因此, 在一定程度上可以看成是代数数可进行

零误差计算的必要条件; 然后基于近期 PSLQ 算法的数值扰动分析的结果 (参见文献 [3]) 给出一个新

的代数数零误差计算的误差控制条件 (3.15),这一误差控制条件结果优于基于 LLL算法的方案的误差

控制条件 (3.10). 第 4 节探讨零误差计算中尚待研究的一些问题和潜在的应用.

记号 本文所有向量都用粗斜体的小写 (英文或希腊) 字母表示; 对向量 x, ∥x∥ 表示 x 的 2- 范

数, ∥x∥∞ 表示 x的 ∞-范数; 用 Zd[X]表示次数不超过 d的单变元整系数多项式集合;对于次数为 d

的多项式 f(X) = f0 + f1X + · · ·+ fdX
d, 记其系数向量 (f0, f1, . . . , fd) 为 f .

2 有理数的零误差计算

显然, 若事先知道待求的准确数是整数, 那么当其近似值与准确值之间的误差小于 1/2 时, 便可

通过四舍五入的方式恢复出这个整数的准确值.

若事先仅知道这个准确数是有理数, 则不能通过上述零误差计算的思想获得准确有理数. 这是因

为有理数集合是稠密集, 对于给定的一个有理点, 总存在另外的有理点与这个给定的有理点的距离任

意小. 但是,若还知道这个准确有理数分母的绝对值不超过 N ,则该有理数便属于一个离散集合,且有

如下结果:

引理 2.1 设 N 为正实数, ΩN 为分母的绝对值不超过 N 的有理数的集合, 则 ΩN 为一个一致

离散集合, 其最优隔离界为 1
N(N−1) .

证明 首先注意到对 ΩN 中任意的两个不同的数
m
p 和

n
q , 有∣∣∣∣mp − n

q

∣∣∣∣ = |qm− pn|
|pq|

> 1

N(N − 1)
.

这说明 ΩN 的隔离界不小于
1

N(N−1) . 另一方面, 注意到 1
N ∈ ΩN 和

1
N−1 ∈ ΩN , 并且有 | 1N − 1

N−1 |
= 1

N(N−1) . 证毕.
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引理 2.1 指出 ΩN 是一致离散集合, 其最优隔离界为 1
N(N−1) . 因此, 若准确有理数与它的某近似

值的误差小于 1
2N2 < 1

2N(N−1) , 则从理论上可以由该近似值恢复出准确有理数. 剩下的问题就是如何

恢复. 首先能想到的就是采用连分数算法来获得. 具有如下形式的展开式称为连分数:

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 + · · ·

,

其中 a0 为整数, a1, a2, a3, . . . 为正整数. 通常将以上的连分数表示简记为 [a0; a1, a2, . . .]. 对于有限连

分数, 注意到

[a0; a1, a2, . . . , an, 1] = [a0; a1, a2, . . . , an + 1].

利用连分数方法, 文献 [2] 给出如下的定理:

定理 2.1 (参见文献 [2, 定理 9]) 设 p 和 q 是使得 p/q 为最简分数的两个正整数, N 是满足

N > max{q, 2} 的正整数, r 是 p/q 的一个满足 |r− p/q| < 1/(2N2) 的近似值. 若 p/q 的连分数表示为

p/q = [b0; b1, . . . , bL], 则 r 的连分数表示为 r = [b0; b1, . . . , bM ], 并且 L 6 M ; 当 L < M 时, 对任意满

足 L < T 6 M 的正整数 T , 有理数 g = [b0; b1, . . . , bT ] 的分母都大于 N .

假定对于一个未知的正有理数 p/q, 只知其分母绝对值的上界 N 和近似值 r. 由定理 2.1 知, 当

|r − p/q| < 1/(2N2) 时, p/q 的连分数 [b0; b1, . . . , bL] 是近似值 r 的连分数 [b0; b1, . . . , bM ] 的前半部分.

虽然并不知道 L是多少,但有理数 [b0; b1, . . . , bi]的分母将提供有用的信息:一旦 [b0; b1, . . . , bi]的分母

超过 N , 则 p/q = [b0; b1, . . . , bi−1]. 具体参见算法 1.

算法 1 有理数恢复

输入: 正整数 N 和一个浮点数 r ∈ (0, 1).

输出: 一个有理数 b.

1: 令 t 为 r 的有理数表示, h0 := 0, h1 := 1, k0 := 1, k1 := 0; a := ⌊t⌋, b := t− a; k2 := a · k1 + k0.

2: while k2 6 N do

3:
(h2
k2

)
:= a ·

(h1
k1

)
+

(h0
k0

)
,
(h0
h1

)
:=

(h1
h2

)
,
(k0
k1

)
:=

(k1
k2

)
.

4: if b = 0 then

5: k2 := N + 1.

6: else

7: 更新 t := 1
b
, a := ⌊t⌋, b := t− a.

8: end if

9: end while

10: return b := h0/k0.

算法 1 的输入是待求有理数分母的一个上界 N 和一个满足定理 2.1 中误差控制条件的近似值 r.

这里将 r 限制在 (0, 1) 区间内是合理的, 因为有理数的整数部分总是精确的. 该算法通过计算 r 的连

分数, 计算出一项就检查其分母是否超过 N , 一旦超过 N 就将上次连分数的值输出. 定理 2.1 保证了

算法的正确性.

引理 2.1 和定理 2.1 显示, 采用连分数方法恢复准确值所需要的控制几乎达到了理论控制界, 在

这种意义下, 这已是最优结果.
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若记 r的有理表示为 t = m/n,其中 m < n为两个正整数,则算法 1本质上是对 n和 m进行扩展

的 Euclid算法,因此可应用如文献 [4–8]中的技术对算法 1进行优化,使得可以在不超过 O(M(s) log s)

次位操作内计算出对应的准确值 b, 其中 max{N,n,m} 6 2s, M(s) 表示两个不超过 2s 的整数相乘的

位复杂度.

3 代数数的零误差计算

关于实 (复) 数的零误差计算, 面临的首要问题是实 (复) 数的准确表示. 这里, 实 (复) 数的准确

表示是指用有限的信息 (如有限长度的比特串) 来准确地表示实 (复) 数. 在这种意义下, 几乎所有的

实 (复) 数都没有准确表示, 但代数数可以用有限信息表示. 本节将给出一种代数数表示方法, 并以此

为基础阐述如何通过代数数的近似值获得准确值.

代数数是单变元整系数多项式的根.给定代数数 α,称以 α为根的次数最低的整系数多项式 Pα(X)

为其极小多项式, Pα(X) 的次数称为代数数 α 的次数, Pα(X) 的高度 (系数向量的 ∞- 范数) 称为代

数数 α 的高度. 对于实代数数, 文献 [9, 第 8.5 小节] 给出了以下 3 种表示.

• 序表示法: 实代数数 α 由以它为根的一个整系数多项式 f(X) 和它在 f(X) 的根从小到大的排序

中的序号 j 表示.

• 符号表示法: 实代数数 α 由以它为根的一个整系数多项式 f(X) 和 f ′(X) 在 α 处的符号序列 s̄

表示, 其中 s̄ 表示 f ′(X) 的 Fourier 序列在 α 处取值的符号函数.

• 区间表示法: 实代数数 α 由以它为根的一个整系数多项式 f(X) 和一个区间 [a, b] 的两个端点组

成, 而 α 是 f(X) 在这个区间中唯一的根.

以上 3 种代数数表示都需要一个以代数数为根的多项式 f(X) 和代数数的位置信息. 然而在实际

计算中, 人们往往只能获得代数数的部分信息, 如该代数数的一个近似值. 当然, 仅仅知道代数数的近

似值是不保证能恢复出准确代数数的,因为代数数集在 C中是稠密的. 但若还知道代数数的高度和次

数的上界, 则被界定的所有代数数便形成一个 (有限) 离散集合, 在理论上, 只要近似值的误差控制在

该一致离散集合的隔离界的一半范围内, 就能确定该近似值对应的准确代数数. 为此, 这里讨论第 4

种代数数表示方法: (ᾱ, d,N), 其中 ᾱ 为待求准确代数数 α 的近似值, d 和 N 分别为 α 的次数和高度

的上界. 与前面提及的几种代数数的表示方法相比, 这种表示最大的优势就是便于计算, 但想要获得

其准确表示, 必须从 (ᾱ, d,N) 这个三元组中重构 α 的极小多项式 Pα(X).

第 3.1 小节首先给出由次数不超过 d 和高度不超过 N 的代数数构成的一致离散集合中最优隔离

界的一个下界, 这个估计可以看成是代数数可进行零误差计算需要满足的必要条件. 第 3.2 和 3.3 小

节分别讨论从代数数的近似值恢复准确值的两个具体算法和它们的控制误差条件.

3.1 代数数的隔离界

有理数是次数为 n = 1 的实代数数, 并且, 对于绝对值小于 1 的有理数, 其分母的上界就对应于

其极小多项式高度的上界. 引理 2.1 已经指出, 对于由次数为 1、极小多项式高度上界为 N 的实代数

数组成的一致离散集合, 最优隔离界为 1
N(N−1) . 下面将对 n > 2 的情形, 给出最优隔离界的下界.

命题 3.1 (参见文献 [10, 命题 (1.6)]) 设 h(X) 和 g(X) 是次数分别为 n 和 m 的非零整系数多

项式. 设 α ∈ C 为 h(X) 的根并且 |α| 6 1. 若 h(X) 不可约且 g(α) ̸= 0, 则

|g(α)| > 1

n∥h∥m∥g∥n−1
> 1

n(n+ 1)m/2(m+ 1)(n−1)/2∥h∥m∞∥g∥n−1
∞

,
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其中 h 和 g 分别表示 h(X) 和 g(X) 的系数向量, ∥ · ∥ 表示向量的 2- 范数, ∥ · ∥∞ 表示 ∞- 范数.

上面命题表明对于两个不共轭的代数数 (具有不同的极小多项式), 若它们极小多项式的次数和

高度有界, 则它们之间的距离也有非零的下界. 实际上, 若设 β 为 g(x) 的根, 而且 |β| 6 1, 则 |g(α)|
= |g(α)− g(β)| 6 |α− β| · ∥g∥∞m(m+ 1)/2. 因而,

|α− β| > 2

nm(m+ 1)
n+1
2 (n+ 1)

m
2 ∥h∥m∞∥g∥n∞

.

设 d 和 N 分别为代数数次数和高度的上界, 则

|α− β| > 2

d2(d+ 1)d+
1
2N2d

. (3.1)

注意命题 3.1 中的限制条件 |α| 6 1 是可以去掉的. 因为若 |α| > 1 为 h(X) 的根, 则 1/α 为 H(X) =

xnh(1/X) 的根, 而 H(X) 的次数和高度均与 h(X) 一样, 而且有 | 1α − 1
β | 6

|α−β|
|αβ| 6 |α− β|, 此时便可

以应用命题 3.1.

接下来分析极小多项式的共轭根的隔离界. 有下面的命题成立:

命题 3.2 (参见文献 [11, 第 262 页]) 设 h(X) 为次数为 n 的无平方整系数多项式, 则

sep(h) >

√
3

n(n+2)/2∥h∥n−1
2

,

这里 sep(h) = minzi ̸=zj |zi − zj |, 其中 z1, . . . , zn 为 h(X) 的根.

以上命题给出了同一多项式不同根之间距离的下界, 结合不等式 (3.1) 给出的是非共轭根之间的

距离, 再由 n 6 d 和 ∥h∥∞ 6 N 得

√
3

n(n+2)/2∥h∥n−1
2

>

√
3

n(n+2)/2(n+ 1)(n−1)/2∥h∥n−1
∞

>

√
3

n2(n+ 1)(n−2)/2(n+ 1)(n−1)/2∥h∥n−1
∞

>
2

d2(d+ 1)d+
1
2N2d

.

注意以上推导是针对 n > 2的情形. 当 n = 1时,最优隔离界的下界为 1/N2,因而可以去掉 n > 2

的限制, 得到如下结论:

定理 3.1 设 E 是由次数不高于 d 和高度不大于 N 的代数数组成的集合, 其上的距离定义为

d(α, β) = |α− β|, 则 E 形成一个一致离散的集合. 特别地, 对任意的 α, β ∈ E, 有 d(α, β) > 2/(d2(d

+1)d+1/2N2d).

一般来讲, 定理 3.1 中给出的隔离界不是最优的. 但是, 上述定理仍然表明, 若代数数 α 次数和高

度的界分别为 d 和 N , 则当其近似值 ᾱ 满足

|ᾱ− α| < 1

d2(d+ 1)d+1/2N2d
(3.2)

时, 理论上可以通过其近似值 ᾱ 获得准确值 α. 剩下的问题是对给定的满足 (3.2) 的三元组 (ᾱ, d,N),

设计高效算法计算出代数数的极小多项式, 从而完成代数数的零误差计算. 下面将分别介绍如何采用

LLL 算法和 PSLQ 算法来求解这一问题.
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3.2 基于 LLL 算法的代数数零误差计算

文献 [10] 给出了通过代数数的近似值 ᾱ 计算出代数数 α 的准确极小多项式的方法, 采用的主

要工具是 LLL 格基约化算法 [12]. 作为准备, 需要简要回顾格的相关概念. 给定一组线性无关向量

b1, . . . , bn ∈ Rm, 称集合 { n∑
i=1

zibi : zi ∈ Z
}

为一个格, 常记为 L. 这组线性无关的向量 b1, . . . , bn 称为格 L 的一组基. 为方便起见, 也常称矩阵

B = (b1, . . . , bn) ∈ Rm×n 为格 L 的一组基. 对格 L, 总存在一个非零最短向量, 其最短向量的长度记

为 λ(L). 对格的研究中,有一个非常重要的问题:对给定的格,寻找该格的一组高质量 (向量长度更短,

向量间更接近正交) 的基. LLL 约化基 [12] 就是一组质量较高的基, 能满足很多实际应用的需求, LLL

算法 [12] 就是用来计算给定格的一组 LLL 约化基的算法.

定义 3.1 [13] 设 Ξ = (δ, η, θ) ∈ R3. 若 η ∈ [1/2, 1), θ ∈ [0, 1), δ ∈ (η2, 1], 则称 Ξ 为一组合法的

LLL 参数. 设 B ∈ Rm×n 是一个非奇异的矩阵, 其 QR 分解为 B = Q ·R, 其中 Q 为正交矩阵, R 为对

角线元素为正值的上三角矩阵. 称 B 是 Ξ-LLL 约化的, 若

(1) 对 i < j, 有 |ri,j | 6 ηri,i + θrj,j ;

(2) 对 i, 有 δ · r2i,i 6 r2i,i+1 + r2i+1,i+1.

Ξ-LLL 约化基具有如下性质:

定理 3.2 [13] 给定一组合法的 LLL 参数 Ξ = (δ, η, θ), 若 B ∈ Rm×n 为格 L 的一组 Ξ-LLL 约化

基, 则 rj,j 6 τ · rj+1,j+1 且 ∥b1∥ 6 τn−1λ(L), 其中 τ =
θη+

√
(1+θ2)δ−η2

δ−η2 .

上述定理显示, Ξ-LLL约化基与经典的 LLL约化基具有类似的性质. 事实上,若 Ξ = (3/4, 1/2, 0),

就是经典的 LLL 约化基 [12]. 为方便起见, 下面固定 Ξ = (3/4, 1/2, 0), 从而 τ =
√
2.

为了利用 LLL 约化基计算 ᾱ 的极小多项式, 首先要解决的问题就是构造一个格, 并建立多项式

与格之间的一一对应关系,使得其极小多项式对应于该格 LLL约化基的第一个向量,从而将极小多项

式的计算问题转化成格的 LLL 约化基计算问题. 假设极小多项式的次数为 n, 定义 (n + 3) × (n + 1)

矩阵

B =



1 0 · · · 0

0 1 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · 1

2sRe(ᾱ0) 2sRe(ᾱ1) · · · 2sRe(ᾱn)

2sIm(ᾱ0) 2sIm(ᾱ1) · · · 2sIm(ᾱn)


, (3.3)

其中 ᾱi = αi 是 αi 的近似值, s为正整数. 记 (3.3)中的列向量为 b0, b1, . . . , bn,它们生成的格记为 Ls,

则格 Ls 与次数不大于 d 的多项式集合 Zd[X] 之间存在如下对应关系:

Zd[X] → Ls,

g(X) =
d∑

i=0

giX
i 7→ g̃ =

d∑
i=0

gibi.
(3.4)
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显然, 有

∥g̃∥2 = ∥g∥2 + 22s|g(ᾱ)|2, (3.5)

其中 g 表示多项式 g(X) 的系数向量. 若 |αi − ᾱi| < 2−s, 则 |g(ᾱ) − g(α)| < 2−sdN . 于是, 若

h(X) ∈ Zd[X] 的高度不超过 N 且 h(α) = 0, 则 |h(ᾱ)| < 2−sdN , 从而 ∥h̃∥2 = ∥h∥2 + 22s|h(ᾱ)|2

6 (d + 1)N2 + d2N2 < (d + 1)2N2. 令格 Ls 的一组 LLL 约化基的第一个向量为 ṽ, 则其满足 ∥ṽ∥ 6
2dλ(Ls). 所以, 若格 Ls 包含了 h̃, 则 ∥ṽ∥ 6 2dλ(Ls) 6 2d(d+ 1)N . 如果能证明 “在一定的控制下, 若

格 Ls 不包含 h̃, 则 ∥ṽ∥ > 2d(d+ 1)H”, 那么就可以通过计算格 Ls 的 LLL 约化基的方式获得极小多

项式.

为此, 回顾命题 3.1: 设 α 为次数不超过 d 和高度不超过 N 的代数数. 若 g(X) ∈ Zd[X] 使得

g(α) ̸= 0, 则 |g(α)| > 1/(d((d + 1)N2)d/2∥g∥d−1). 于是, 当 g(α) ̸= 0 时, 若 ∥g∥ > 2d(d + 1)N , 显然,

∥g̃∥ > ∥g∥ > 2d(d+ 1)N ; 若 ∥g∥ 6 2d(d+ 1)N , 则有

∥g̃∥ > 2s|g(ᾱ)| > 2s(|g(α)| − |g(ᾱ)− g(α)|)

> 2s
(

1

d((d+ 1)N2)d/2∥g∥d−1
− 2−sd∥g∥∞

)
=

2s

d((d+ 1)N2)d/2∥g∥d−1
− d∥g∥∞. (3.6)

再由 ∥g∥∞ 6 ∥g∥ 6 2d(d+ 1)N 知,

∥g̃∥ >
2s

d((d+ 1)N2)d/2(2d(d+ 1)N)d−1
− d2d(d+ 1)N

=
2s

2d(d−1)d(d+ 1)3d/2−1N2d−1
− 2dd(d+ 1)N. (3.7)

于是, 通过适当选取 s 使得 2s > 2d
2

d2(d + 1)3d/2N2d 便能保证 ∥g̃∥ > 2d(d + 1)N . 从而, 得到以下

定理:

定理 3.3 (参见文献 [10, 定理 (1.15)]) 设代数数 α 的次数和高度的界分别为 d 和 N , ᾱ 为其近

似值, 采用 Ξ = (δ, η, θ) 为 LLL 的参数, 并且

|αi − ᾱi| 6 2−s, i = 1, . . . , d. (3.8)

令 s 是使得

2s > 2d
2

· (d+ 1)(3d+4)/2 ·N2d (3.9)

成立的最小整数. 对于正整数 n 6 d, 构造如 (3.3) 的矩阵 B, 记其列向量生成的格为 Ls. 设格 Ls 的

一组 LLL 约化基的第一个向量为 ṽ =
∑n

i=0 vibi, 其对应的多项式记为 v(X) =
∑n

i=0 viX
i, 则下列条

件等价:

(1) ∥ṽ∥ 6 2d · (d+ 1) ·N ;

(2) v(α) =
∑n

i=0 viα
i = 0;

(3) α 的次数最多为 n,

并且, 若 n 为 α 的次数, 则 α 的极小多项式必为 v(X).

9
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以上定理说明,当代数数的近似值 ᾱ达到定理中要求时,如果极小多项式所对应的向量在格 Ls中,

那么通过 LLL算法得到的约化基的第一个向量的 2-范数一定小于 2d(d+1)N ,否则就大于 2d(d+1)N .

也就是说, 对于 n = 1, . . . , d, 通过 (3.3) 构造格 Ls, 然后计算 Ls 的 LLL 约化基的第一个向量 ṽ, 检查

其 2- 范数是否小于 2d(d + 1)N . 若成立, 则 ṽ 对应的多项式 v(X) 就是 α 的极小多项式; 否则, n 增

加 1, 重复以上步骤. 而由 (3.9) 知, s = O(d2 + d logN).

定理 3.3 中要求代数数的近似值满足 (3.8). 在计算中可通过两个步骤实现 (3.8): 计算 ᾱ 满足

|α− ᾱ| < 1/(2s+2d)并用 ᾱi 的近似值 ᾱi 代替使其满足 |ᾱi − ᾱi| < 2−s−1/2. 可以验证,在 |α| 6 1的假

设下, 以上两条保证了定理中的要求. 于是, 得到基于浮点 LLL 算法的代数数极小多项式重构算法 2.

算法 2 基于 LLL 算法重构模不大于 1 的代数数的极小多项式

输入: 代数数次数的上界 d, 高度的上界 N , LLL 约化基合法参数 Ξ, 使得 (3.9) 成立的最小正整数 s, 以及满足

|α− ᾱ| <
1

2s+2d
(3.10)

的代数数的近似值 ᾱ.

输出: 代数数 α 的极小多项式 Pα(X).

1: 对 i = 1, . . . , d 计算 ᾱi 使其满足
∣∣ᾱi − ᾱi

∣∣ < 2−s−1/2.

2: for n from 1 to d do

3: 构造格 Ls.

4: 调用任一 LLL 算法计算格 Ls 的一组 LLL 约化基, 基中的第一个向量记为 ṽ.

5: if ∥ṽ∥ < 2d/2(d+ 1)N then

6: return ṽ 对应的多项式 v(X).

7: end if

8: end for

当代数数满足 |α| > 1 时, 令 β = 1/α, 利用算法 2 求 β 的极小多项式 g(X), 然后得到 α 的极小

多项式 Pα(X) = Xng(1/X), 其中 n 为极小多项式 g(X) 的次数. 此时, 只需将相应的误差控制变为

|α− ᾱ| < 1/(3 · 2s+2d) 即可.

若在步骤 4 中采用不同的浮点 LLL 算法, 则可以得到相应算法 2 的位复杂度上界 (见表 1).

3.3 基于 PSLQ 算法的代数数零误差计算

PSLQ 是一个计算整数关系的算法 [18]. (PS 是指部分和 (partial sum), LQ 是指矩阵的 LQ 分

解 (矩阵 B 的 LQ 分解等价于矩阵 BT 的 QR 分解).) 给定一组数 α = (αi)16i6n ∈ Rn, 若存在

m = (mi)16i6n ∈ Zn 使得 ⟨α,m⟩ = 0, 则称 m 是 α 的一组整数关系. 易知 α所有的整数关系形成一

个格, 记为 Λα. 若 α 是一个 n 次代数数, 则其极小多项式的系数向量就是 α = (1, α, . . . , αn) ∈ Rn+1

的一组整数关系. 因此, 代数数的零误差计算本质上依赖于整数关系的计算.

表 1 基于浮点 LLL 算法的代数数极小多项式重构复杂度上界

算法 比特复杂度上界

L2 (参见文献 [14, 定理 1])/H-LLL (参见文献 [15, 定理 4.4]) O(d7+ε + d6+ε logN + n5+ε log2 N)

渐近 LLL (参见文献 [16, 定理 5]) O(d6+ε + d4+ε log2 N)

L1 (参见文献 [17, 定理 7]) O(d6+ε + d5+ε logN + dω+1+εlog1+ε N)
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对 α = (αi)16i6n ∈ Rn, PSLQ 算法首先通过 α 来构造超平面矩阵 Hα = (hi,j) ∈ Rn×(n−1):

hij =


0, 若 1 6 i < j 6 n− 1,
si+1

si
, 若 1 6 i = j 6 n− 1,

−xixj

sisj+1
, 若 1 6 j < i 6 n,

(3.11)

其中 s2j =
∑n

k=j α
2
k (j = 1, . . . , n) 称为 α 的部分和. 由构造可知 Hα 是下梯形矩阵, 它的每个列向量

为单位向量, 且不同列向量彼此正交, α 与 Hα 的列向量正交; 并且 α 的任意一个整数关系 m 与超

平面矩阵 Hα 之间有如下的联系:

定理 3.4 (参见文献 [18, 定理 1]) 设 m ∈ Zn 为 α ∈ Rn 的任意一个非零整数关系. 对于任意的

幺模矩阵 A ∈ GL(n,Z) 都存在正交矩阵 Q ∈ R(n−1)×(n−1) 使得 H = AHαQ = (hi,j) 是下梯形矩阵.

若 H 的所有对角元 hj,j ̸= 0, 则

1

max16j6n−1 |hj,j |
= min

16j6n−1

1

|hj,j |
6 ∥m∥.

PSLQ 算法本质上是对 Hα 进行迭代. 每次迭代分为两步: 通过 Hermite 约化 (参见文献 [18, 定

义 3]) 和 Bergman 交换规则 [19] 来产生幺模矩阵 A, 然后再对 AH 进行 LQ 分解, 将 H 更新为对应

的 L- 因子, 使其重新变为下梯形矩阵. PSLQ 算法对矩阵 H 的行进行 Bergman 交换, 使得每一次交

换后 max16j6n−1 |hj,j | 不会增加; 并且,当 Bergman交换发生在 H 的第 n− 1 与 n 行之间时, 交换后

的 max16j6n−1 |hj,j | 将严格减小. 由此, 若 α 存在非零整数关系, 则定理 3.4 保证了 PSLQ 算法终能

使得 H = AHαQ 满足

hn,n−1 = 0, (3.12)

此时矩阵 A−1 的倒数第二列就是 α 的一组整数关系, 并且能够证明如下定理:

定理 3.5 (参见文献 [18, 定理 2]) 假设 α ∈ Rn 有整数关系, 并记 λ(Λα) 为 α 的最短非零整数

关系的长度, 则 PSLQ 算法 (参见文献 [18, 第 3 节]) 将在不超过(
n

2

)
log(γn−1λ(Λα))

log τ

次迭代后返回一组 α 的整数关系 m ∈ Zn, 并且 ∥m∥ 6 γn−2λ(Λα), 其中 τ = 1/
√

1/ρ2 + 1/γ2,

γ > 2/
√
3, ρ = 2.

需要指出的是,上述结论是在输入数据 α是精确的且计算过程也是精确的假设下得到的. 但正如

前面已经指出的那样, 在计算机上精确地表示实数尚存困难, 计算往往只能依赖于高精度的浮点算术.

因此, PSLQ 算法的数值稳定性分析是不可或缺的. 下面将介绍数值 PSLQ 算法的一项研究进展 (参

见文献 [3]), 并讨论其在代数数零误差计算中的应用.

3.3.1 数值 PSLQ 算法的设计与分析

现假设输入不再是精确的, 即输入的是 α ∈ Rn 的一个近似向量 ᾱ, 并且满足 ∥α− ᾱ∥ < ε1. 对于

输入的 ᾱ, 目标是找到一个非零的整数向量 m ∈ Zn 使其有望成为 α 的一个整数关系. 为此, 需要解

决以下两个问题:

11
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• 由于输入数据的误差, 算法终止条件 (3.12) 将不能准确判定. 如何设计数值 PSLQ 算法的终止条

件使其有限步终止?

• 假设目标是使得算法返回 m ∈ Zn 满足 |⟨α,m⟩| < ε, 应该如何控制 ᾱ 的误差 ε1?

为解决第一个问题, 需要将算法的终止条件由 (3.12) 更改为

|hn,n−1| < ε2,

并对原来的算法进行相应调整设计出数值算法 PSLQε (参见文献 [3, 算法 5]). PSLQε 算法与原始的

PSLQ 算法相比, 除了调整终止条件, 最大的区别还表现在: (1) 原始的 PSLQ 算法以 α ∈ Rn 为输入,

而 PSLQε 算法以 α 的近似超平面矩阵 Hα 为输入, 且满足

∥Hα −Hα∥F 6 ε3, (3.13)

其中 ∥ · ∥F 表示矩阵的 Frobenius 范数; (2) 原始 PSLQ 算法的输出是 α 的一个精确的整数关系 (假

设 α 存在整数关系), 而 PSLQε 算法的输出仅是一个整数向量 m ∈ Zn, 该向量有望成为 α 的整数关

系, 即存在 ε > 0 使得 |⟨α,m⟩| < ε. 由文献 [3, 定理 3.2] 知, PSLQε 将在

n(n+ 1)((n− 1) log γ + log 1
ε2
)

2 log τ

次迭代后终止, 返回一个整数向量 m ∈ Zn, 其中 γ >
√
3/2, τ = 1/

√
1/4 + 1/γ2.

假设想要通过 PSLQε 以 |hn−1,n−1| < ε2 为终止条件来计算 α 的整数关系, 对应的近似超平面矩

阵 Hα 满足 (3.13), 算法输出 m ∈ Zn. 下面的定理给出了 ε2 和 ε3 与 |⟨m,α⟩| 之间的关系:

定理 3.6 (参见文献 [3, 定理 3.8]) 给定 α = (αi)16i6n, 设 Hα 为如 (3.11) 构造的超平面矩阵,

Hα 是 Hα 的近似矩阵且满足 ∥Hα −Hα∥F < ε3 < αn

2
√

(n−2)α2
n+1

. 假设幺模矩阵 A 和正交矩阵 Q 使

得 H = (hi,j) = AHαQ 是以 |hn,n−1| < ε2 为终止条件的算法 PSLQε 终止时的状态, 记 m 为 A−1 的

第 (n− 1) 列, 则 |⟨α,m⟩| < C · (∥m∥ε3 + αnε2), 其中 C =
2(
√

(n−2)α2
n+1+|αn|)

|αn| .

若设 Hᾱ 为 ᾱ 按 (3.11) 构造的超平面矩阵, 则有如下引理:

引理 3.1 (参见文献 [3, 引理 4.1]) 设 α 为 n- 维单位向量, ᾱ 为 α 的近似向量. 按照 (3.11) 来

构造 Hα 和 Hᾱ. 若 ∥α− ᾱ∥ < 1
8n , 则 ∥Hα −Hᾱ∥F < 8n

3
2 ∥α−α∥.

由此, 若进一步假设 Hα = Hᾱ, 则将引理 3.1 应用到定理 3.6 便可得到如下定理:

定理 3.7 (参见文献 [3,定理 4.2]) 设 α ∈ Rn为单位向量,并设 ε > 0. 假设 α存在一个 2-范数小

于M 的整数关系.给定 α的近似向量 ᾱ满足 ∥α−ᾱ∥ < ε1 6 ε
16MCn3/2 ,若以 |hn−1,n−1| < ε2 6 ε

2C|αn|

为终止条件的 PSLQε 算法返回的 m ∈ Zn 满足 ∥m∥ < M , 则

|⟨α,m⟩| < ε,

其中 C =
2(
√

(n−2)α2
n+1+|αn|)

|αn| .

于是, 通过对超平面矩阵引入如 (3.13) 的扰动, 对数值的 PSLQ 算法进行扰动分析, 上述定理建

立了输入的 ε1 与输出质量 ε 之间的关系, 从而回答了本小节所提的第二个问题.

进一步地, 若对输入 α 有如命题 3.1 中类似的结论, 辅以定理 3.7 中的误差控制, 便能保证可以

通过 α 的近似值计算出 α 的一个精确整数关系. 由此, 从近似值重构代数数极小多项式这一问题便

得到解决.
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3.3.2 数值 PSLQ 在代数数零误差计算中的应用

设实代数数 α的次数不超过 d,高度不超过 N ,并且 |α| 6 1. 对 n 6 d,设 x是向量 α = (αn, αn−1,

. . . , 1) 对应的单位向量, 即 x = α/∥α∥. 此时定理 3.7 中对应的 xn+1 = (α2n + α2(n−1) + · · ·+ 1)−
1
2 >

(d+ 1)−
1
2 , 故 C 6 4(d+ 1)1/2. 若取

ε1 =
1

64(d+ 1)d+7/2N2d
, ε2 =

1

8(d+ 1)d+3/2N2d−1
, (3.14)

则由定理 3.7 知, 当以 |hn,n−1| < ε2 为终止条件的算法 PSLQε 返回的 m 满足 ∥m∥∞ < N 时, 有

|⟨x,m⟩| < 1

(d+ 1)d+1N2d−1
.

记 m 对应的多项式为 m(X), 则

|m(α)| = |⟨α,m⟩| = ∥α∥ · |⟨x,m⟩| 6
√
d+ 1 · |⟨x,m⟩| < 1

(d+ 1)d+1/2N2d−1
.

由命题 3.1 知, m(α) = 0, 从而得到如下算法.

算法 3 基于 PSLQε 算法重构模不大于 1 的代数数的极小多项式

输入: 代数数次数的上界 d, 高度的上界 N , 满足

|α− ᾱ| <
1

128(d+ 1)d+11/2N2d
(3.15)

的代数数的近似值 ᾱ.

输出: 代数数 α 的极小多项式 Pα(X).

1: for n from 1 to d do

2: 令 ᾱ := (ᾱn, ᾱn−1, . . . , 1), 并令 x̄ := ᾱ/∥ᾱ∥.
3: 按 (3.11) 构造 x̄ 的超平面矩阵 H := Hx̄.

4: 按 (3.14) 设置 ε2 的值, 并以 |hn,n| < ε2 为终止条件调用 PSLQε 算法 (参见文献 [3, 算法 5]) 返回非零整向量

m ∈ Zn+1.

5: if ∥m∥ < N then

6: return m 对应的多项式 m(X) =
∑n

i=0 miX
n−i.

7: end if

8: end for

事实上, 容易验证满足 (3.15) 的 ᾱ 将使得步骤 2 中单位化之前的 ᾱ 满足

∥α− ᾱ∥ <
1

128
√
3(d+ 1)d+4N2d

,

在单位化之后, 新的 x̄ 满足

∥x− x̄∥ <
1

64(d+ 1)d+7/2N2d
= ε1,

从而满足定理 3.7 中的要求, 保证算法 3 的正确性. 当 |α| > 1 时, 可以通过第 3.2 小节末尾讨论的方

法来类似地处理.

与基于 LLL 算法的误差控制条件 (3.10) 相比, 基于 PSLQ 算法的误差控制条件 (3.15) 要宽松一

些. 特别地, (3.10) 中要求近似值 ᾱ 与准确值 α 之间的误差控制在 2−O(d2+d logN) 以内, 而 (3.15) 只

要求误差控制在 2−O(d log d+d logN) 以内. 由此, 所需的浮点数精度关于 d 的依赖程度便从二次降为拟

线性. 这与 Bailey [20] 提出的经验公式相符: 对 d 维向量求解高度不超过 N 的整数关系至少需要输入

的数据具有 d log10 N 位的十进制精度.表 2比较了几个代数数极小多项式近似重构的误差控制条件.
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表 2 代数数 α = 1/( r
√
2 + s

√
3) 极小多项式近似重构中的误差控制 (n 为次数, N 为高度)

r s n N (3.10) 中的输入误差 (3.15) 中的输入误差

2 4 8 104 3.9537× 10−67 7.2936× 10−48

2 6 12 552 7.6741× 10−134 5.2144× 10−88

4 6 24 32364 1.0465× 10−445 1.9748× 10−260

4 8 32 823984 1.2404× 10−765 2.8489× 10−438

6 8 48 400286016 1.7439× 10−1647 5.8168× 10−919

4 进一步的讨论

最后讨论零误差计算中尚待进一步研究的几个问题, 并探讨零误差计算更多的潜在应用.

误差分析与控制 正如前面已提到的,给定次数和高度上界的代数数能够进行零误差计算的一个必

要条件是近似值和准确值的误差需满足 (3.2). 从渐近的意义上讲,这要求误差控制在 2−O(d log d+d logN),

与基于 PSLQ 的零误差算法中的误差控制条件 (3.15) 一致. 这说明在渐近意义下, 基于 PSLQ 的代数

数零误差计算的误差控制已是最优的. 然而, 对表 2 中 (r, s) = (2, 4) 的代数数, 使用计算机代数系统

Maple (2015版)中 LLL函数, 在 Digits := 18时便可以恢复出准确的极小多项式. 这说明 LLL方法

在误差控制条件上仍存在改进空间.

零误差算法的优化与分析 在包括文献 [18, 21, 22] 等在内的文献中, 通过 PSLQ 算法恢复代数数

的极小多项式时, 都是采用 (1, α, . . . , αn) 的顺序, 当代数数的实际次数大于当前的 n 时, 算法会对

n+ 1 的情形进行计算. 此时, 之前计算的中间过程和结果都被丢弃了. 文献 [23] 证明了将输入的顺序

调整为 (αn, αn−1, . . . , 1) 后, 若对当前的 n 算法没有输出极小多项式的系数, 则对 n + 1 情形的计算

可以利用当前已有的计算结果, 从而将算法所需的复杂度上界降低因子 n. 对于 PSLQ 算法本身, 也

有着众多的改进、推广和应用. 文献 [24] 给出了 PSLQ 算法的几个变种, 包括一个并行的 PSLQ 算

法, 但没有给出终止性证明; 文献 [25] 改进了该并行算法, 并证明了改进算法的终止性. 文献 [26] 试

图将 PSLQ 算法推广到代数数域上的代数整数关系计算. 在 PSLQ 的应用方面, 可以参见文献 [21].

需要提及的是, 文献 [27] 给出了目前代数数恢复的 “世界纪录”: 使用 64,000 位十进制成功恢复出次

数达 512、高度达 10229 的代数数的极小多项式. 但是, PSLQ 算法的位复杂度分析至今仍未完成. 文

献 [3]给出的数值 PSLQ算法的扰动分析是解决这一问题的必要步骤. 但为完成浮点 PSLQ算法的设

计与分析, 还需要分析算法的舍入误差, 并研究如何有效控制算法中产生的整数矩阵的规模.

另外, 作为实现零误差计算的两种不同的算法, PSLQ 算法与 LLL 算法之间有着密切联系. 例如,

文献 [28] 从格约化的观点给出了 PSLQ算法的全新解释. 文献 [29] 利用 PSLQ中的 Bergman 交换规

则设计出计算格的 LLL 约化基的算法. 在与零误差计算相关的 LLL 算法研究方面, 文献 [30] 对形如

(3.3) 的整数格进行了研究, 将 LLL 算法对该类型格所需的迭代次数关于维数 n 的依赖降低了一个因

子 n. 因此, 对于一些 (带结构的) 特殊格, LLL 格约化算法的效率也还有改进空间.

零误差计算范围的扩展 本文重点讨论的是从数的浮点近似值获得准确值或准确表示的方法, 但

也可以考虑更多数据类型和更多的近似类型. 例如, 文献 [7,8,31,32] 讨论了在模算术意义下的有理数

近似重构问题, 而文献 [33, 34] 在模算术的意义下考虑了有理向量的近似重构问题. 因此, 一个自然的

问题是对代数数的零误差计算能否扩展到代数数向量的零误差计算?
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将零误差计算从代数数扩展到更广泛的对象也是一个有趣的课题. 例如, 有理函数平方和表示中

的零误差计算问题 [35]、整系数指数多项式的根如何进行零误差计算的问题 [36]、文献 [37] 给出的关于

π 和 e 的诸多等式的零误差计算问题, 这类研究也是 “实验数学” [38, 39] 和 “符号 - 数值混合计算” [40]

的核心课题. 更一般地, 能否在抽象距离空间中来研究零误差计算问题? 能否给出一个算法支持抽象

一致离散集合的零误差计算, 从而对前面提及的各种情形给出一个统一的解决方案, 也值得进一步

探究.
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On zero-error computation

Yong Feng & Jingwei Chen

Abstract It is important both in theory and in practice to study how to obtain exact results via numeric
computation, which we call zero-error computation. In this paper, we firstly indicate which kind of numbers
are suitable for zero-error computation: One can compute the exact value from its approximate values for every
element in a uniformly discrete set, in which there exists a nonzero separation bound between two distinct elements.
Based on this observation, we give such a separation bound for algebraic numbers, which can be seen as a necessary
condition on error control for zero-error computation of algebraic numbers. However, this condition may not be
sufficient, depending on different algorithms. For the PSLQ (partial-sum-LQ-decomposition)-based algorithm,
we give a sufficient condition on the precision that is quasi-linear in the degree of the algebraic number to be
recovered, while the corresponding condition for the LLL (Lenstra-Lenstra-Lovász)-based algorithm is quadratic.
We also suggest several potential research areas in the future.
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